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B IJ D R A G E 



BESCHOUWING DER LEMNISCATEN, 



G. J. VERDAM. 



JJe Lemniscaten of kromme lyncn, welko den vorm hefaben van oen strik, 
aï Tan h,et cijfer achl, in eene horüontale rigting geschreven (oo), schenen 
het eerst aan eene meer bepaalde beschouwing onderworpen Ie zijn door ecne 
opmerking van Jacob EeRi\oiiilli. 

Bij een onderzoek belrekkelijk do conslruclio der liromme lijn Tan ge- 
l^kiiiatige nadering en verwijdering, door Leibniiz Ier bepaling voorgesteld, 
en door hem genoemd curva isoehrona paracenlrtca, zocht Bëf.nouilli 
deze constructie, — eerst uit de rectificatie der elastische kromme afgeleid — 
bij Yoorkeuj- uit do reclilicalie eener algebraïsche kromme lijn lo ver- 
krijgen, en kvYam ook lol eene kromme lijn, hebbende tol vergelgUing 

De figuur dezer kromme lijn is gelijk aan die van een slrik ; Cernoüilli 

noemde zo daarom Lemniscaia. Te rcgt merkte hij op, «dat deze 

o kromme lijn onder de kromme lijnen Tan den vierden graad eene zeer 

» voorname plaats Tcrdiende. Ka den cirkel, de parabola en logaritbmica, 

A bc- 
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2 R, J. TERDASI, BIJDRAGE TOT DE BESCIIOCWIN& D&R LEHNISCATSN. 

>} behoorde de lemniscala op dezelfde lijn to staan met de ellips en hyper- 
«bola, omdat zij, óf alleen, óf met cene der laatst genoemde, de consEmclie 
«aangeeft van mechanische kromme lijnen, welke, door hulp der eerstge- 
» noemde, niet kan verkregen worden; dit is b, v. hel geval met do iso- 
)) chrona paracentrica, en ook met de kromme der lamina elastica. » ■ 
[Acta Erud. 1694, en Opera Jac. Bers. I. pag. GOS sqq.) 

Ten aanzien van hel onderzoek dezer laatste is men ook veei aan 
Jacob Bëenoiïilli verschuldigd, en daar hij voor de difTerentiaal-aequatia 
eener elastische kromme ]ijn,oiiderhepaalde voorwaarden, gevonden had eone 
vergolgking, welke kan aangemerkt worden als te bestaan uit het verschil 
van twee andere, do eerste tot de rcctilicalie der ellips, de tweede tot die 
der lemniscala heirekking hebbende, leidde hij daaruit op zeer gepaste 
wgze af, hoe eonige ordinaat der lamina zou kunnen gevonden worden 
door het verschil van een' elliptischen en Icmniscatischen boog. 

Eërnoüilli loonde hel wezen der lemniscata, en een paar gevallen 
van aanwending dezer kromme lijn in wiskundig6bespiegclingcn,alshel ware 
slechts Ier loops, aan. Hij bleef niet opzettelgk bij de beschouwing dezer 
kromme lijn verwijlen. Dit geschiedde ongeveer 50 jaren later; eerst door 
FAGCfANO, kort daarop door Eüler. Beide deze wiskundigen hebben inzon- 
derheid het onderwerp der rectificatie van de lemntscala uilvoeriglijk on- 
derzocht, en zijn daardoor lot belangrijke uitkomsten gekomen, welke het 
bepalen van gelijke, van veelvoudige of van evenmatige bogen leeren. 
Eenige eigenschappen der lemniscala, hare wording uit de gelijkzijdige hy- ■ 
perbool, hare quadraluur, invoiulie, enz,, waren ook onderzocht en gevon- 
den, en Lëgemdre — een oogenblik op deze kromme lijn lettende — weea 
later aan, dat hare bogen eigenaardige meetkundige voorstellingen zijn van 
de elliptische functiën der eerste soort, mils de modulus hebbe de bepaalde 
waarde van X^ ^. Veel meer toch zegt Legendre er niet van, en de wijze, 
waarop hg de zaak ontvouwd heeft, is mij — even ais zijne bekende trans- 
formatie der formule voor de rectificatie der hyperbola — steeds zeer ge- 
dwongen voorgekomen ; het een zoowel als hot ander is voor meer natuur- 
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lijko of tnimlcr geilwongeae onlwikkeüng vatbaar; maar hel heioog daarvan 
hehoorl niet ie dezer plaatse. 

Een' geruimeii Igd scheen het, alsof Je beschouwing der lemniscata 
van Behkouilli, of, meer algemeen, de beseliouwingen der temiiiscatischo 
kromme Itjüen ten einde waren lUhans geerie uilbrcidmg verdienden lot 
dat ZIJ, in de iailsle jaren wedeiom do opmerkzaamheid trokken enthms 
bij herhiling de ernstige bemoeijing van geachte w skundigen doen Mi|tpn 
De fransche wiskundige SBRrFT heeft zich iizonle heid deze beschouw ingon 
len doel gustej I hem is geiolgd ie engclicho wisl undigc rolbrts en ook 
CHASLES en LiouMLLE nctnco deel m do behandeling van onderweipen 
welke tot doz !fdo Iheorie lehooren Serrei is rncr opzeltel]k tot do 
beschouwing der iemmscatische kromme hjnen gekomen door zijn onder 
zoek nojeos de meetkundige voorstelling dur elhplischo functien van de 
eer te sooit Het eetst trof zijnc opnitikng do ïoorslelhng der beide eu 
lermi chointegrileii waarbij hy di. lengte tan het qualrant dei kmniaCTta 
van BERVOiTïLti uitdiuktc door ecno gamma hebbende tot radii£ f, lat is 
door de functie v(^) hetgeen trouwens vai zelf hg opgesloten in hot 
verfaand, tusschen de euleriaansche integralen en do elhplischo fiinctien 
bestaande en dooi LEfENDPE aangewezen gelijk Legendfe boiondien, in 
het tweede deel \-\n zyn Ftaitè dei foncf elhpt h cft geleerd dat de 
functiLn, welke de rectificalie dei lemnnca/a en der cmta elasttca ge 
ven, ook ïervangen kunnen norden door befaaldo euleriaiiisrhe integnlen 
der eerste soort Serfet lette vervolgens op het veibmd tusschen de ver 
geJgkingen zoo der lemniscita als nn den cirl el en dei gelijkzijdige hy 
perhola onder poliiie cooi limlen Dur de vin den enkel hebbende , a lot 
radius de jool m den omtiek en de nniddclli|n wcILe door deze pool gJdl 
toj as vooipCileld wotdt dooi 

r = acoi.t , 
of wel door 

2 
A 2 en 
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4 G, J. VERDAM, BIJDRAGE TOI DB D£5CaOUWISC DER LEMNI3CATËN. 

en die van de lemniscaat, hebbende de pool in den knoop, hare as lol 
Tasle Jijn of as Toor de telling der bogen t, en a tot zoogenaaniden braniU 
puals-afsland, is 

2 
kwam bij van zelf tot de beschouwing van het -verband tusschen de uit- 
drukking der lengte van do omtrekken der kromme lijnen, meer algemeen 
tot vergelijking hebbende 

(2«)™ 

r"' ^= ^; 1- cos .ml, 

2 

(tot lemniscaten van hoogere orde behoorende), en de euleriaansche inte- 
graal r( — |, vvclko beschouwing bem lol boogst belangrijke uitkomslen 
voerde. 

Later heeft hij meermalen andere deelen van dit onderwerp, ot van 
aanverwante punten, onderzocht en nitvoerig behandeld. Inzonderheid ver- 
dient genoemd ie worden z^n onderzoek der zoogenaamde Cassinoïden, van 
welke hij aantoonde, dat derzelver rectificatie elke elliptische funclie der 
eerste soort — voor eiken wülekeurigen modulus — oplevert, terwijl dit on- 
derzoek slechts eeno inleiding was tot dat der cassinoïden van hoogere orde, 
begrepen in de aequatie 

/-ï" — 2a"'r'"cos . m l + a-'"^^b^" . 
KoBERTS heeft eenige verloogcn gegeven over de sphaerische lemnis- 
vaia, zoowel over die, welke op het sphaerisch vlak eveneens onislaal, ge- 
lijk de cassinoïdo op een plat vlak, als over die, welke men heeft uit de 
snijding van een' holen van een' kegel. Ten aanzien der laatste is hij, onder 
vele wetenswaardige gevolgtrekkingen, gekomen tot dil resultaat, dal men 
door de hogen van deze sphaerische lemniscata de meetkundige voorstellin- 
gen heeft van al de gewone elliptische funcliën, zoowel van die der 
tweede en derde als van die der eej-sle soort. 

Al deze en andere ontwikkelingen vindt men in de laatste deelen 
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Tan het bekende Journal de maikénialiques pures et applir/uées, puUië 
nar Liouvilie {deel VII — XI). Een der Torloogen van serret treft men 
ook aan in hel Cambridge and Dublin matkematical journul, new se- 
ries, vol. I. Ik verwijs hier op die ontwikkelingen, van welke ik slechts 
eenigo weinige der merkwaardigste uilkomsten venneldtle, daar het noch in 
mijn plan ligt, noch tot verklaring van mijn voornemen Lehoort, noch lol 
bereiking van mijn doel geïordenl viordt, ceno analyse van liet bedoelde 
onderzoek Ie geven. 

Onder hetgeen ik reeds vroeger in mijne adversaria opleckende, be- 
hoorden ook bijzonderheden," welke tot de beschouwing der lemniscaten be- 
lrekking hadden, Eenige denkbeelden werden ontwikkeld, en gaven gee- 
ne onbelangryke resultaten. Van anderen moesl ik mij met de eenvoudige 
aanteekening, met een pro memoria, vergenoegen, om laler, bij meerdere 
ijjds-bcschikking, de stof vollediger te bewerken. Het is er lerre af, 
dat ik zou kunnen zeggen, in hot weinige, dat ik meer ontwikkeld had 
aangeleckcnd, even belangrïjlic waarheden te hebben betoogd, als die, wel- 
ke door bovengenoemde wiskundigen zijn aan het licht gebrag!. Maar ik 
zou kunnen aantoonen, dat mij niet alles nieuw was, lielgeen ik in hunne 
Tcrtoogen of verhandelingen ontwikkeld aantrof. Eerder evenwel wil ik en 
mag ik van eenige andere beschouwingen gewagen, welke men nocb 
bepaaldelijk ontwikkeld, noch ook vermeld vindt, of vari ^yelko de gezigls- 
punten anders en algemeener hadden kunnen zijn gekozen geworden. Oor- 
spronkelijk sleldo ik my voor, zoowel de behandeling van onderscheidene 
punten, die de lemniscata van Beekoüilli en de cassinoïdo betreffen, als 
eene beschouwing van andere merkwaardige lemniscaten. Van dat voor- 
nemen heb ik noglans afgezien, eensdeels uil hoofde der Ie groole uitbrei- 
ding, welko mijne bijdrage daardoor zou verkijgen, andersdeels om bijzoi.- 
dere rcdonen, welker vermelding hier onnoodig is, 

Meer eenvoudige gedeelten van het onderwerp voorbijgaande, en een 

Ie lang verwijl bij enkele punten eveneens willende nalaten, bepaal ik mij 

diensïolgens voornamelijk, hoezeer niet geheel uitsluitend, om hel een en 

A 3 an- 
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ander over wording en verwantschap van lemniscalischo kromme lijnen 
aan lo slippen, en ten aanzien van sommige <!ezer lemniscalen cenigc uil- 
komslen van berekening lo doen kennen, door welke aan derzelver be- 
schouwing zekere plöals in do wiskunJige analyse toekoml. 



§■■ 

De genono lemniscata is eeue lijn van den vierden graad, van welke 
de vergelijking geen' slandvasligen term en alleenlijk de evene maglen dci 
elementen bevat; bovendien is duzo vergelijking volstrekt homogeen, en 
hondt slechts één parameier in; waarom dan ook alle zoodanige Icmnisca- 
ten gelijkvormig zijn. "Wanneer men van de algemeeno vergelijking der 
kromme lijnen van de derde orde, dat is der lijnen van den vierden graad, 
die termen uitzondert, in welke de onevene maglen van do clemenfen, of 
wel der orthogonale coördinaten x en y, voorkomen, zal de ovuiblij^ende 
iiildmkking eene vergelijking van den vierden graad weien, lot onderschei- 
dene vormen van kromme lijnen behoorcnde, naar gelang de cocflicienten 
andere belrekkingen tot elkander hebben. Onder die vormen heeft ook de 
cassinoïde eene plaats; andere vormen, aan dion der cassinoïde verwant, 
en ook in figuur aan die der cas&inoïde nabijkomende, vindt men er even- 
eens onder. Stelt men, in de vergelijking der gewone of eenvoudige cas- 
sinoïde, den slandvasligen term = O, zoo heeft men de vergciyking der 
gewone lemniscala. Maar gelijk van de eerstgenoemde soorl van kromme 
lijnen de eenvoudige cassinoïde een bg^ondere vorm is, zoo is do gewone 
lemniscata slechts eene bijzonder vorm eener andere soort van lynen des 
vierden graads, verwant met de eerslbedoeldo soort, en van deze eenvou- 
diglijk daarin onderscheidon, dal hare algemeene vergelijking geencn sland- 
vasligen term inhoudt. Zoodanige vergelgking behoort lot symnietrischo 
kromme lijnen, onder welke men er meerdere opmerkt, die een eigenigk 
gezegden lemniseatischen vorm hebben. 

De 
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Do vergelijking dezer andere soorl van kromme lijnen, onder welke 
ïich meer bepaaldelijk lemniscaten bevinden, zou derhalve in het alge- 
meen wezen 

n ie* 4- &?/* + cx'^y'^ -^ d x^ -'j- ey^ = O . 
'Maar zoo deze vergelijking werkelijk eene leraniscitla geeft, is de coördina- 
ten-oorsprong in den knoop, en de abscisson-as langs de as der krom- 
me lijn gerigt. Deze plaatsing en de sjmmelrische figuur der kromme 
brengen mede, dat al de termen van dezelfde afmeting zijn, wanneer 
men zoowel op de parameters let als op de elementen, en dal bovendien 
de ïergelgking kunne verdeeld worden in twee groepen van termen, van 
welke de eene volkomen quadraat is. Ergo wordt de algemeene vierde- 
magls-aequatie, welke de zoogenaamde middelpnnts-aequatie van onderschei- 
dene lemniscaten kan wezen, moer bepaaldelijk 

(a'x'+bvy _ A'+ev (1) 

kunnende de hier aangenomen coëflicienten zoowel negatief als positief we- 
ïen, en elk derzelvo uit het produet van evene-magtafaetoren bestaan, 

Deze vergelijking kan derhalve tot lemniscalischo kromme lijnen bc- 
hooren, maar zij behoort er niet uitsluitend toe ; gel^k blaken zal, bevat 
lij ook da vergelijkingen van andere kronimo Ignen, met de lemniscaten 
verwant. Evenwel is het zeer gemakkelijk om den vorm der vergelijking 
(1) nog nader te begrenzen, zoodat zij eerder tot do eigenlijke lemniscaten 
betrekking heeft. Want daartoe moet met a; == O ovoreenslemmen y = O 
en y =■ ± p \y' — 1 en met y = O, moet ic = O en a; = ± g- (eene be- 
staanbare waarde) z^n, hetgeen plaats heeft zoo men stelt: 

(«>«■ +6'^=)" -. «>a:'~0',j' (2) 

waaruit men ook, voor a' = 6^ = I, en voor ((® = |3^ = c* (zijnde c ze- 
kere parameier), de vergel^king der gewone lemniscata heeft. 

Maar van allo lemniscaten zijn de vergelijkingen niet uitsluitend be- 
grepen in de vergelijking (2) ; want men ziet ligtelijk in, dat ook eene 
homogene en sjmmelrische zesde of achtste magts-acqualie, enz. tol eena 

krom- 
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kromnie lijn Tan lemnisculischcn vorm betrekking kan hebben. Men kun dus 
(Ie Iciiiniscalen onderscheiden als kromme lijnen van dezelfde klasse, maar 
van ïerschiliendo orde. Die, van welke de vergelijking is Tan den vierden 
graail, i^a van de ceiste oide, dio \an do twicde oide hebben eene 
zesde nngis veigclijking, enz NogUns heeft hier plaats, hetgeen bij ande- 
re kromme lijnen van verschillende orde veelal geene plaati, kan vinden, 
ie weten, dat, alleenlijk dooi zekeie belrekkingfu lan coLfliLienfcn, eenige 
lemniscata van hoogere orde in eene andere van lagcro orde kan overgaan. 
Gelijk yeidft blijken zal, kan men zich de noiding Tan lcmn)scaten 
op ondorichLideno ivijzeo vootstellen , vooi elke lemniscata /il deze hier 
bedoelde woiding, iielzij dan geometiische, lielzij merhanischc, steeds bij- 
zonder fle?en. Mi.n kan echter aan alle lemmscaten eene zelfde «ijzo van 
meetkundige ^vording lo(,ktnncn. Want men hpcft voor do centrale pool- 
vergciijkiiig der gewone lemniscata 

indieq namel^k a de halve grootste middellgn der kromme is, r de voer- 
alraal en (p de hoek of boog, tussuhen dio raiddellijn en den vocrslraal. 
Tevens is de polaire middelpunls-aeqnatio der gelijkzijdige byperbola, heb- 
bende a tot halve as , p en (p tot polaire coördinaten, en met do lemnis- 
pala concentriscb zijnde, 

cos . 2 qi 
Ergo, gelijk bekend was, is het product der voerslralen /■ en p, wel- 
ke tot een' zelfden hoek ep behooi'en, standvastig. Neemt men echter do 
gemeenschappelijke as a dezer beide kromme lynen als eenheid van leng- 
te, zoo is, in het polaire coördiualen-slelsel, de Jcraniscala van üernoijilli 
de omgekeerde kromme der gelijkzijdige hyperbola. — In bet regthoekig 
stelsel zou de omgekeerde kromme eener gelijkzijdige byperbola ccno regio 
lijn wezen qf kunnen VTezon. — Deze byperbola heeft tot asymptoten de 
raaklijnen der lemniscata, welke door den knoop gaan. Zoo men derhalve 

eene 
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cene kromme lijn denkl, hebbende eeiie hyperbolische gedaanie, en min- 
atens twee symmetrische laltkeii tusscfaon twee asymptoleo (dio eiken wille- 
keurigen hoek kunnen insluiten), zal do omgekeerde dezer hyperbolische 
Ign eene leraiiiscata moeten wezen, moeiende de benaming van omgekeerde 
kromme verslaan worden in den zin, welke in eene mijner vroegere bijdra- 
gen is beleekeod of aangenomen. Van welke orde of van weiken graad 
- zoodanige Iiyperbolischa kromme dan is, allgd zal hare omgekeerde eene 
lemniscata wezen, of een afzonderlijk deel van zuiver lemniscatischen 
vorm ■ bezittüii. jille letnniscaten xijn dus omgekeerd-hypej-bolische 
kromme iijnen. De hyperbolen, welke do Icmniscalen van de eerste orde 
tot omgekeerde kromme lijnen hebben, zijn in het algemeen van de derde 
orde, dal is, zij hebben eene zesde-magts-vergelijking; voor de gewone 
lemniscata is noglans de hjperbola van de eerste orde. 

De gewone lemniscata wordl ook gezegd te zijn do kromme Ign der 
voetpunten Tan de normalen, uit het centrum eener gelijkzijdige bypcrbola 
op bare raaklijnen nedergclaten. Hel is duïdelgk, dal aan andere lemnis- 
caten eene' gelijkvormige wording uit hyperbolische lijnen toekomt, en dal 
men derhalve ook, hiermede OTereeiikoroslig, de lemniscatische kromme lijnen 
zou kunnen bepalen. 

Zg de aandacht cenigo oogcnblikkcn meer bijzonder gevestigd op de 
lemniscaten van do eerste orde. Hare ïergclij kingen zijn begrepen in de 
vergelijking (2); — men neme echter meer algemeen do vergelijking (l). 
DoKe is, in polaire coördinaten uitgedrukt, 

of ook 

{,- + l3')+{a'-0')co,.ï^ 

{(«■+S')+(»'-*')c»».2if)' 

Eenvoudiger zou men kunnen stellen 

r,= <2)l, P + l-'"-'^^ (5, 

2 (c + d.cot.2f)^ ' ' 

B Be- 
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Dèz'e goiiiomelrische funelie beval alzoo do polaire Tergelïjkingeh der 
mogelijke letaniscalen Tan de eersie orde. Men zou nog andere vormen Van 
gonioméinsche funclieën liunnen sleHen, of uil do bier bepaalde kun- 
nen aÏÏetden, zoo zy sleclils tusscben iweö grenzen y; = en <f^fi on- 
afgebroken bestaat, voor $ = eeii'e eindige waarde erlangl, ïoor f^^/i 
nut wordt, van af 'qa^^t lot qs = 180" — ft onbeslaanbare waardden 
geeft, en van daa,r 'lot q>=i80° Wederoin dezelfde nUkomslen opleïerl ala 
in bet eerste quadranl. Hog zou men de \ergelijking in dier locgË kunnen 
zaftienslelten, dut de opVoIgeride waarden lan r in bef tweede en derde 
quadranl, boezeer onafgebroken aangroeiende, noglans \an deoiereenkom- 
atlgè in het eerste en vierde quadianl lerschdden, de oploiaing ^an r zou 
daarbij van die eener volkomene tweede-magls aequatie afhangen, en de ver- 
gelgking zou tot do niet syramctnschen leninisoalon behoorcn. Emdelyk, 
gel^k ^SerkjïÏ Opziglelgk de vergelijkingen der lemniscata van nERNOUiiii 
éb der Cassinoïde aannaiti, zou men ook biet lunnen denken aan alte 
kröirittij] l^nèn, vrelkët' vergelijkingen begrepen zijn in de formule 

'm — Bi— I ^^ "1" Neo*. mqj ,„. 

""^ (P -l- Q COS. «((p)'» 

inaair deze hebben vbor m^2 meer dan. twee strikken; hel zijn veelvou- 
dige lemniscaten, 6n derzelver beschouwing ligt voor het tegenwoordige 
builen mijn pkn. 

Hoezeer sommige der lemniscatén, welker vergelijkingen begrepen zijn 
in de formulo (3) of (4), eigeiiscbappen bezilten of kunnen bezitten, welke 
Van genoegzame belangrijkheid zijn om gekend te worden, zoo is bier, bij 
een algemeen onderzoek, do bepaling der quadratuur, en inzonderheid der 
recti&calie, meest bela'ngrijk. De laatste loch is, in den regel, afhankel^k 
van elliptische integralen, ien kan diis liieuwe vüdrbeelden van de meetkun- 
dige voorstelling dier integralen opleveren. 

Belangende do quadratuur, zoo ziet men geréedclijk in, dal deze vol- 
komen bepaald is, men heéfl toch 
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en waiineec men. het tweede li'l <!cr TorgeÜjUing (4) met ^öip pf mei 
4-d*2 9, tnuUipIiceert, z^l dit Ud yolstrektelijk inlegrecrijaar ^ijn, ïoo^at 
alle lemniscalen van de eerste orde eene valkomerie of bepaald^ quadra- 
luur hebben. In de oorsproi>ketyke vergelijking (2) — of, algcmeener, in 
cle vergelijking (1) — EÏjn de coëfficiënten van a?^ en w* gesteld «* , /3^ ; 
deze vorm koml aan dio coëfficiënten toe ; doch het is overigens om het 
even, hoQ of zg \n berekeningen t.eleekend worden. Mpii zpii ze, als in 
de vergelijking (5), p co y kunnen noemen; docK voor de sjrametrie met 
de andere coëfficiënten a^ en i^ , stelle men die coëfficiënten «^ c" ^^ ; 
daardoor is dan 

,.■ = 2 («'+l3') + («'-/3')M'.2'l' |„ 

{(«'+*') + («'-'")«<>'-2f}' 

Bijaldien [«' 4"^^) ^ ("^ — ^^) '^i l'angt de qnadratuur af van een' 
cirkelboog; maar van een logarithmus in hel logenges.Ielde gev^l. 

Dal grootcr of kleiner zijn van (o^ -\- b^) ten opzigle van («* — è*), 
hangt at Tan hel lecken -\- o£ -r- der termen, welke a^ en 6^ lot coëffi- 
ciënten hebben. Bij eenige straks te behandelen Toorbceldcn, zullen a^ 
en ó^ steeds het positieve teeken vo.o.r zich hebben, eq in deze vooronder- 
slelUng wordt de formule voor den geheelen inhoud der ruimte, door de 
vier quadrantcn der kromme lijn ingeslolen, 

j__^ j (.H^-^^^^).in.2, ^"-^-+/?-«'.^ ,^^^^-^,,^„.^a^a) 

io welke formule de heog p is de groolsie waarde, welke de polaire abscis 
<p in hel eerste quadrant kan verkrijgen, en zoo de kromme eene cigenlijkü 
lemnisGala is., zal ft wezen de boog, metende den hoek lusschen de as of 
groolsie middellijn der Icraniscala, en eon.e der bcido raaklijnen, gaande 
door den knoop. 

Met de reclilicalie is hot geheel anders gelegen. De^e is geensiips ï;oo 
bepaalt^. In hel algemeen zou zij door de methode der quadraluren, kun- 
nen yotbrpgt warden; maar ook is gg donr uUra-ellipH^che of ^belsc/te 
B2 iü- 
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integralen bepaald, en in eenige gevallen loopt zg door berekening Tan ge- 
wone elliplische funclieën af. Do recliücatie-formule is van een' zamen- 
gesleldcn vorm, en verhoudt zich aldus; 



S»-- 



39.1/2 



X 



1/ [(«•+6') + (»'-S')"'-2ri'- [(«'+/3') + («'-/3')e"-2')']" 

+ [2(0'^'-«>6=)+(<,'^>)[(«=+/J')-H„ = -^ = )»,.2ï]]'ri,.>3» (9) 

De herleiding dezer integraal slaagt ondov anderen in de noYolgcnde 
gevallen : 

1° Als men heeft « = 0, mits 0^ positief. 

2.° Zoo /3 = O ia, mits «* positief. 

3' Indien a^p^ = «^6» , of o^;6* =«^;/?' is. 

4' Wanneer a^ =|ï^ is, of tt^ — /3^=0. 

5" a^ = l>^, dat is a^ — b^ ^==0 , of ook n^ + i^ =0 . 

6° = of ö = 0, en /3^ = — «ï. 

Be drie eerste geTallen eischen gecno breedToerige ontwikkeling, daar 
zij lot de rcctiQcatie der kegelsneden behooren. 

Als men heeft a = O , wordt l/ {(«^ + /3^} + («^ — /3') co*. 2(j)] 
=^ sin.q> \/2 ; hierdoor woedt reeds hel integreren aanmerkelijk verligt ; 
maar het polinomium, onder het worlelteeken in den teller der differen- 
liaal-uildrukking \oorkomendo, wordt mede eenvoudiger, en wel, na allo 
herleidingen, eene zesde-roagls-uitdrnkking van den derden-magls-vorm, welke 
unmiddelgk lol dien eener elliptische functie kan gebragt worden. 

Ia = 0, Eoo heeft met geringe wgiiging hetzelfde plaals. . Bestaat 
er tusschen de coëfficiënten eene gelijke verhouding, zoodat fl^;3^ =()£^ 6^ 
is, alsdan kan de wortelvorm in den teller der Tergelijking (9) gedeeld 
«orden door den worleWorm, in den noemer voorkomende; deze laatste 
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TeFvaU daarbg, en de overbl^vende Yorm is tot den elliptischen gemakkeiyk 
herleidbaar. 

Maar hel onmiddelijk terug brengen der reclificalio tot ellipliscïie inte- 
gralen houdt alsdan aan de omstandigheid van liel positief zijn van p^, 
of daaraan, dat /S^ en ö^ gelgke teekens hebben. Want daarbij wordt 
het tweede lid der vergelijking (I), aldus goschreTen, 

uf een volkomen vierkant, ot een factor . Tan het eerste lid, en de kromme 
lijnen, lol welke dezo vergelijking, in de opgenoemde drie eerste gevallen, 
behoort, zijn alzoo kegelsneden, en wel ellipsen of hyperbolen. 

De drie laatste gevallen zijn minder eenvoudig; achlervolgens zullen 
zij hier overwogen worden. 

A. Men neme in de eerste plaals aan dat «*=(3^ zg. of «* — /3*^0, 
en beschomvo derhalve Pg aU het positieve teekon voor zich hebbende in 
de oorspronkelijke vergelijking, zoodat deze ïij : 

(a'^' + b',j')'=«'(^'+,j') (10) 

waardoor de pool vergel ijking (3) een volkomen quadraat worden zal, en 
diensTolgens oplevert : 

r^± : ^ (il) 

De formule (8) voor den inhoud geeft 

l = i«- ^ (»■+*') ('2) 

Voor de lengte van een boog wordt de formule (9) 

as^ ■^"'ii ^ 

{{«'+6') + («'-i')c»»-M' 

X j/|[(o'+6') + («'— 6')ws.2ri= + 4(o>_4')=<m.29! 
B 3 — 
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{b* — (a^ — b^)sin.^<p)'^ 



-3^-6^) 



Deze iiitilruUking wordt ligtelijk lot eene elHptiscVie funclio herlciil. Men 
deele teller en noemer door coa.^ <p , roo komt 
lï ' ö . tang: <p 



{«* (1+'««J7.^ (f) — («^ — S^) tang."^ qij^ 

{a-' + b'icmg.'vY" i ' 

SleUende nu tang.if ^~- tang. -^ (90^ 4" '/') i *oo konnl men lot 

zijnde eeiic elliptische functie van de tweede soort. 

Daar de kromme lijn, hebbende de uitdrukking (10) tol vergelijking, 
geheel en al sjmmetnach is ten opzigte der assen van x en y, zullen de 
grenzen van den hoek iji, in de vergelijking (II), zijn 130 = O en 9 ^= 90°. 
Mei ly^O en ^ = 90° stemmen overeen ifi=: — 90" en ifi = -J- 90°. Ergo 
zal men, om de lengle van ^ dos omlreks van de kromme lijn te bepalen, 
Kroelen berekenen de complete functie der tweede soort, bohoorende lot de 
formule (13), en daarna de uitkomst verdubbelen. 

De kromme lyn, hebbende do uitdrukking (10) of (11) tol vergelij- 
king, heeft dan dit merkwaardige, dal bare bogen, even als die cener el- 
lips, zekere meetkundige voorstellingeii zijn van dp elljplische integralen 
der tweede soort. De vorm van de kromme lijn kqmt ook min of meer 
den elliplisehen vorm nabij; eigenlijk evenwel is de kromme een ingedrukt 

ovaaL 
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ovaal, hoedanig eene ellips, wellte men, Ier pliialse van de toppen (ier 
kleine as, indrukle, of even als eene'veer naar binnen boog, wezen zou. 
Latter ïal van een oppervlak worden gewaagd, hebbende kromme lijnen, 
gcigkvorniig of gelijksoortig mei de ondenverpelijlie, lot voorname sn^- 
dingen ; maar zij slaat ook in eenig verband met de ellips, en hel is niet 
ongepast, liicr Ie doen opmerken, waarin deze betrekking gelegen is. 

Men (lenkc eene ellips, hebbende i lol halve groote, en a lot halve 
kleine as-, de groolo as zij horizontaal gerigi, of liever, deze as 2 ö zijde 
onveranderlijke rigling, van welke de slandhocken der voerslralen gerekend 
worden, bgaldien dan die standhoeken door q», en deie voerstralen door p 
béleekeiid worden, zal de centrale pool-vergelijking dezer ellips wezen 



Vergelijkende deze uitdrukking met (II), zoo blgkt, dat 

is. Op eiken voerstraal der ellips bestaat derhalve een voerstraal der voor- 
gestelde kromme lijn, en men vindt dezen voerstraal, door eerst te constru- 
eren eene derde evenredige p lot 6 en p of lot. a en p; daarna eene vierde 
evenredige lol a, a en p oï b, a on p, en eindelijk deze vierde evenre- 
dige te verlengen of te verkorten in reden van «* lol b^ of van «* lot 
a*. Zeer eenvoudig wordt de constructifi, indien a = a of =b is; want 

da^ is »■= ± — . — , of = d:: _ . £■ , en de kromme zou gelykvormig 
b b a a 

z^n aan dio, welker voerslralen derde evenredige 2^ii tot a of b en p. 

Is cc^a, zoo valt de kromme lijn geheel binnen de ellips ; maar deze 
ligt binnen de kromme lijn voor «=^6, Is K^=a^6, dan vallen do ho- 
rizontale toppen der kromme, dal is do uiteinden van hare groole of hori- 
zontale as, zamen met de toppen der groote as van de e'Uips ; maar de 
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loppen van «ie kleine of dwarsche as van het beschouwde ovaal vallen steeds 
binnen de ellips. 

Hel hier onlwikkeldo beslaat in de \ooronderstelHrg vao «'^=^3^ (of 
eigenlijk ct'' = i3^) en van ;3^ positief. Ware bet negatieve teeken voor j3'^ 
geplaatst, dan zon de kromme lijn, tot Tergelijking hebbende 

(«ïicï -^hhj^)^ =tt^x^—y^) (14) 

racer onmiddelijk tot hel onderwerp van beschouwing dcKcr Bijdrage be- 
hooren. Zij zou namelijk ceoe lemniscata wezen. Deze lemniscata heeft 
met die van Berbodilli de eigenschap gemeen, dal have raaklijnen, welke 
door den knoop gaan, halve rcgte hoeken maken mei de as. En zoo a 
is de halre as der laalslgenoemdo lemniscata, en ook « = a is, zullen dïi 
beide lemniscalen elkaffder in de toppen en in den gemecnschappelijkei! 
knoop aanraken, maar overigens zal de eerste geheel en al binnen de laatste 
gelegen zijn. Do inhoud der hier bedoelde lemiiisoata is bepaald door de 
uitdrukking 

■= -^! ' + ^^' ''"s ""s- (= -)!■ ''^> 

maar, hoezeer de rectificatie-formule eenvoudiger wordt dan do boven ge- 
stelde algeraeene formule {9), blijft zg in afmeting te hoog, om hare be- 
handeling lot die eener gewone elliplischo functie terug te brengen. 

De vergelijking (10) kan nog behandeld worden in de vooronderstelling 
van 6= negatief; zij heeft alsdan belrekking lot eene andere kromme liju ; 
maar de resultaten Llyven, met uilzondering van de formule (12), meeren- 
deels geldon, mits -J-^^ '" — ^^ ^" — ^^ '"^ + ö* veranderende. In 
formule (13) wordt hierdoor wel is waar de modulus der functie grooler 
dan één, doch eene bekende transformatie voert dadelijk tol eene gelijk- 
soortige funclie, welker modulus is kleiner dan één. 

B. V Zij aï=iï; h^ positief ; «^ (of ««) vcrachillcnd van ^* 
(of a^) en beide positief. 
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ergeUjkiitg dor kromme wordt 






Eij ~ =^1" , '— ^ tj'- , ZOO 19 ue aetjuatie 

(»;= + !,>)==y»a;=-|-5>,,> (16) 

De krommo lijn i's die, wclUer punten zijn de vocliiiinlen der norma- 
len, uit hel iniddelpuDt eener ellips {liebbende 2p lot grootste en 2 q lot 
kleinste middellijn) op de raaklijnen nedergelatcn ; zij is lang bekend ge- 
weest, doch het is my niet gebleken, dat men op hare rccliiicalie cene by- 
zondere aandacht gcïcsligd heeft, CTcnzoo min als op die der zoogenaamde 
Toelpun ten-krom me lijn der hyperbolen, welko ecnc lemniscala is, waarover 
straks. Zij heeft, even als de eerste der kromme lijnen, boTcn, sub A, over- 
wogen, de gedaante van een ingedrukt ovaal, of van een' der vormen van 
do Cassinoïde; haro beide rogthoekige assen zijn gelijk aan diederellips; 
-.zij raakt de elhps in do vier toppen, maar ligt overigens buiten de ellips ,■ 
men rangschikt haar vïe! eens onder de Icmniscalen, 

De pool- vergelijking hccfl den ecnvoudigen vorm van 
of, jB= I, en do e?;oentricilcit der ellips =^e stellende. 



Do inhoud der kromme lijn wordt, volgens de formule (8), 

I-i(?'-l-?')» (18) 

eijnde eene bekende uitdrukking, en bcteekenende den inhoud des halven 
jCirkels, welke de koorde van hel elliptisch quadranl lot radius heeft. 
Voor de rectificatie geeft de formule (!)) 

C i. 
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= ö^|/{ 



(l—c'. ».■«.= f) (1— c'{2^o>) s<».' 9) 

BijoUlien men nu stelt lmg.f=^ — .lang.yp, verkrijgt mcrr: 

, aif(I— c'ri«.'f)l/(l— e') 



(19) 



(('-<=') +«'"■■'•» 1/(1— «'«■«■» 
Volgons Jeze formule is de reclificalio afhaukcUjk viin bet ïcrsobïl cener 
elliplischo functio van c!o derde en ran liü eerste süoit. Doch men kan 
eenvoudiger lierïeitlcn, door aan te nemen 

wanl in de!;e vooronderstelling zal do berekening voeren lot: 

J,= ''-''''"■ ^ - (20) 

{l_-c« (2-.e>) „•„.•„ j ^'(l—c■ SM.' .) 

Het blijkt derhalve, dat do bogen Tan de beschouwde voelpunlen- 
kroninio bjn (men zou zo oneigenlijk elliptiiohe lemniscata kunnen noe- 
men) meetkundige voorstellingen zijn van elliptische functiën van do 
derde soort, beliiiendo een' negatieven parameter, welke begrepen zal we- 
zen Uisschen — 2 c^ en — I. Volgens do formule (19) Bou de parameier 
posilicf zgn ; maar, geüjk in de iheorio der elliptische functiën bewezen 
wordl, is de cene formule lot de andere herleidbaar met tusschenkomst 
eener goniomelrische uitdrukking, even zoo als ook do funclieën met ne- 
gatieve parameiers, groolcr dan — c^ , herleidbaar zijn lol andere met pa- 
raniclers, dio kleiner dan — 1 zijn, doch bij tusschenkomst cener logarith- 
mische uitdrukking. 

Indien men de halve groolo as p der oorspronkelijke ellips niet = 1 
itell, maar onbepaald laat, zal do formule (20) worden. 

is 
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è. = - ^^^^^ Tzr-. ■■ --P') 

Bijaldien de primilieve ellips een brand punis-afsland lieefl, juislgelijL 
aan de liaivc kleiiio as, uordt c^ = -j, of q'^^^^ji^, en alsdan is 

ö. = - P^±AJ^ (22) 

en in dit geval is derhulvo de modulus der funelio dezelfde als dio der 
functie van de eemte soori, door middel lan welke de reetificalie der ber- 
nouilIiaanscliQ Icmniscala verkregen ivordt, namelijk: modulus ^V\- 

Voor het quadranl der kromme lijn kan men, in de formulen (20) 

— (22), hot negalieve ieeken, vóór het tvTeeite lid geplaatst, verwisselen met 
hel positieve leekcn, omdat de grenzen van w zijn O" en 90'', ah die van 
den oorspronkehjken boog rf zijn 90° en 0°. 

Maar voor het (luadraiit is nu ook do lengte afliankelijk van eciie 
coDiplclo funclio van de derde soort, en deze kan, volgens ce» Iheorema 
van Legesdre, berekend worden met behulp der fiincliecn van de eerste 
en tweede soort. In de formule (20) is de parameier — c-(2-— e^), en 
wanneer 1 — c' = i^ wordt gcsleld, zal Ö de complementaire modulus 
wezen; ergo wordt de paramclet ^= — (1 — S^) (l-i-6^)= — {1 — b'') 

Wanneer de parameter eener funclio van do derde soort is kleiner dan 

— c^ en grooler diin — 1, wordt hij voorgesteld onder den algemecncn 
vorm — 1 -j- 6^ . S(H.* ö ; ergo is hier sin.^S^b^ en dus sin.$.^b, 
cos.$^c. De formule nu van Legendre voor de berekening eeuer com- 
plete funclio van do derde soort, door middel van. luuoliecn der tweede en 
eergle siipfl, is, voor hel geval dat de parameter titsschen de aangeduide 
negalicTe. grenïcn ligt(l), 

n' 

{I) Zie LïSBFDBB Trailé de» /onclions ellipfiguea, Tomé 1, ari. H2, psge 138, of 
ooji TwHSiai, ffailé élim^ntaire dei foBcliani ellipHques J S6, p.ige 103. 

G2 
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nK-rM + „ '^'''°' J ;-^+ [t-M -E'(o)]F(S,»)-F-(<;)E(6,l)}. 

O^.Sin.S.COS.t) l l 

En (leze loepassünde op do formule (20), zoo komt voor do fcnglo 
van hel (|uaih'ant i\et eliiptibcht3 lemniscalLi 

s = jT'w+i ACi.sjji. + P'W-E'WinM-F'WEM} •■ (23) 

In deze formule hebben F.E.F'.È' do bekende beleekenissen, cd 

A{6,e) is =,/i\-h'^sinr-6), en derhalve = ,/ (ï-6^) == C|/(l+6=). 

Voor het bijzondere geval der formule (22), is c ~\/^ , b^l/^ ea 
0=45'; ergo is dan do lenglo van hel quadraiil, als men do lengle p 
ilcr halve grooto as van de oorspronkelijke ellips onbepaald laai, 

S'-ipV~i. F Vi) + i P VO {} , + [F VB - EVi)] nVi , *5') 

~FVyE(v-|.,45-)} . . . (24) 
en deze forniulo luat zich nu, met behulp der eitiplische tafelen van Le- 
GENDRE, gemakkelijk, dal is onmiddellijk, zonder inlcrpoUlie, berekenen, 



B. 2". Is, in do oorspronkelijke yergclijking (!}, a'" = ö',ö* posi- 
tief; eê Terschillend Tan P^ , maar heeft /S" het aftrekkiugs-tecken Toor 
zich, dan is dio vergelijking 

of, even als boven in de formule (16), 

{a,^ J^t,^)^=p^^^-q-^y^ (25) 

De kromme lijn is nu eeno cigenüjko leraniscata, en zij is mede be- 
kend als eeno zoogenaamde voclpuntcn -kromme lijn; hare punten zijn na- 
melijk de Toclpunten der loodüjneH, getrokken uit het centrum eener hy- 
perbola op derzclver tangenten, hebbende doze hyperbola eene eerste of 
vTcrkelijke as i=2^ en eene dwarssche of imaginaire as ^^2q. De asder 

lem- 
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Iciniiiscala is mede =2p; de raaklijnen, gaande door den knoop, zijn de 
ttsymploleii der liypcrbola, en vormen dus mei de as een hoek, wiens go- 

niometrischo tangens =:— is. Voor hel geval der gelijkzijdige liyperbola is 

dezo hoek een halve regie Iioek, en do lenintscala is dan dezelfde als die 
van Bërmouilli; dil geval hcefl derhalve plaals als a'^ =/>^ , /S" negalief, 

De pool verg cl ijking dezer Icmniscula is 

'■' ^p^'—ip^ +<}'■) sin.^ (p (26) 

of, de excentriciteit der hyperbola = I slelicndo, 

j.1 __ pi — sin.^ lp (27) 

De formule (S) voor do inhoudsberckening zal geven, vermitH de grenzen 
fi van den boog rf zijn O en boog tang. ( ^i. \, 

I = T Cp'+?') sin.'i.^oogtang.{l-j]^-\-{p-'~q^)boogiang.(''L\ 

=-l>q-\r{p'^— n'^) boog tang J'L\ (28) 

welko uitdrukking bekend is, en overgaat in p'' Toor de lemniscata van 
Bërnouilli. 

Voor do rectificatie is, uit do formule (9), 

'bf{p^—(p"—q^)sin^^) 



ès = 



V^''^[p''-{-q^)sin?<p){p*—{p^~q*)sin.^,f-) 

Do herleiding wordt verkregen door te stellen tang.ip=i^ tang.\p,'viaz!r- 
door men zal vinden 

{g« + (/>^— g«)siM.^ifi} \/{q'^—{p^-\-q^)sin:^^) ' 

C 3 hier- 
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hierin «m.^i/j=^ — siit.^ t^ slclleride, komt er eindelijk; 

ï>''-\- 9' 

^s==~^ll ^~ r, . , (29) 

Neeml men (]e exceniricilcit ais éünheiit, of (/'^-hfi^) = I i ï"o 'S 

:x,, 
t)* = p= .|/{1— p 



[(l_p>)+(2p._l),;„..„],/(l_(4-_p.).„>,.>„) 
1' 8» 



■ • . m 



Slelt men de ware as der hjperijola =2, dat is ^= ! , en ïerdoi 

= ■ — — =^ y^ , zoo gaat de formule (29) OTcr in dcne meer 

eeiiToiidige 

^,J-^^. . , , ^- m 

7 1 — 2 7'-' 1 f ) 

Het blijkt derhalve, dat do bogen der hier beschouwde lemoiscala 
meetkundige Toorslellingen zijn van elliplischc funcliën der derde soort. 
Do modulus 1 kan elke waarde hebben Ius5clien O en 1. De amplitudo 
(O kan zich niet uitstrekken van O tol 90'; wnnt 



en daar de grfns>yaardo Taii tang.io is t^S., zoo wordt die 

r 



y Google 



B1JDB4GE TOr DE BESCHOUWING DER tEHNlSCATEN. 23 



weiUe alleenlijk voor p = <i, ilaL if. alleenlijk bij de gelijkzijdigehyperbola, 
= 1 kan worden, Hel is dan ook hierom, dat do beickening der lengte 
Tari het lemniscalïsoh quadrant mei geschieden kan door raiiWcI der com- 
plelo funclie Tan de dertio sooit, althans niel onQncidelijk; nanl weS is 
waar, dal men, door in do tVjimiile (29*) to stellen 



' i. 



1—3^' (I- 



deielve herleidt lot eene andere, in «e!ko de grens van hel argument i is 
ÜO", maar die andere formule is zamengeslelder, en moet op hare heurl 
wederom lol elliptische integralen gcbragt worden. 

De parameier _ — Z_kan zoowei positief als negatief zijn. Zoolang 

y' is <^^ is deze parameier steeds positief. Voor -/^ =^ is hij nul; de 
functie van do derde soort gaat over in eeno van de eerste soort; p wordt 
= q\ en do formule (29*) is alsdan de bekende rectificatie- formule voor 
de gewone leniniscata. Woedt y^<C\, zoo is de parameter ^0, maar de 
grens Toor de amplitudo m wordt kleiner. Voor 7^::=-^, heeft men een 
paramclcr = 1 , en q"^ = ^p^ . Voor 7^ minder en minder dan -^ , wordt 
q kleiner en kleiner dan p, maar do parameier wordt grooter en grooler 
dan één. Dit aangroeijen heeft geene grenzen ; do figutir der lemniscata 
wordt, bij het langer en langer worden ran hare as in vergciijking van hare 
hoogte, meer en meer uitgerekt, en naderl do regtlijnige rigtingvan hare as. 
Bijaldien 7*^4" ^™rdt, zal do parameier negatief zijn; evenwel zal 
deszelfs waarde niel lot het oneindig negatief kunnen toenemen; want voor 
7* nabij =1 , wordt do parameter nstij = — 1, en zijne waarden liggen 
dus tusschen O en — 1. In dit geval der negatieve parameters bchooren 
de lemniscaten tot hyperbolen, welker eerste assen 2p kleiner zijn dan de 
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Iwcede assen 2y, en welUo alzoo geaohl kunnen worden Ie z^n de over- 
eenslcmmendo of verwanlo hyperbolen van die, welker eersle assen 2p 
grooler zijn dan de tweede assen 2y, Denkl men inderdaad bij elke liy- 
perbola, lol welke eenige lemniseala behoori, tevens do oïcreenstenimende 
of Tcrwanle hyperbol» (in de siipplemenls-hoeken der asym ploten), zoo be- 
hoort ook tot deze eene lemniseala. Er bestaan, zoo doende, Uvce stelsels 
■fan lemniscalen, die inen oïereenstemraende, Terwanlc, of ook vtclcompte^ 
menlaire hmnisoaten zou kunnen boeten. Van het eerste slelsel hebben 
de recliricalie-focmulen moduli kleiner dan |- , ampUludines, welker gren^ 
zen bcneUen 45^ bigben, en positieve parameters. Van hel tweede slel- 
sel zijn de moduli der funclieën van de ovcreenkomslige lemniscatcn juist 
de cotnplemenlen (1-^(1 — ?')) van de moduli der funcliën van do lem- 
niscalen des eersten stelsels, en do grenzen der amplitudhies zijn mede de 
complementen der grenzen van de eerstgenoemde amplitudines; maar de 
parameiers der funclieën van het tweede Icmniscalen-stcisel zyn negatief. 

9 

Zoo men derhalve voor eenïge loniiscala heeft tang.(p = ^ ,zalvoor 

do complementaire lemniseala tang.!f=— wezen. Deze weilerkccrighcid 

levert eene eenvoudige betrekking lusschen de inhouden der beide lemnis- 
calen op; want, door middel der formule (28), zal men bevinden: dal hol 
Terschil lusschen die inbonden gelijk is aan ^-ic {p^ — q^). Voor de lengte 
der bogen beslaat dergelgk eenvoudig verband niet. 



B. 3', Men kan nog opmerken het geval ïjin a' = A^, maar A* 
pegalief, zoodal a'^ -V-b^ :=Q zij; doch om eene cenvouilige en belangrijke 
uilkomsl Ie verkrijgen, moet men nog aannemen «*=^^. 

po vergelijk ingon der kromme lijn worden, bij dezo hypothesen, 



y Google 



G. J. VEBDAU, BIJDRAGK lOT DE BESCHOUWING DER LEMNISCATËN. 2» 

(''-!'}' ^r'i^'+v') (31) 

""■' ''•' { (32) 



De kromme lijn is hyperbolisch en niet onbekend. Zij beslaat uit vier 
hvperbolischc takken, rondom den oorsprong der coördinaten regelmatig 
gelegen, even als eeno gelijkzijdige byperbola en hare oTereenslemmenile 
(hyperbola) , zoodat ook de iijncn, gaande door den oorsprong en makende 
.halïe regie hoeken mot do assen, asymptoten van do »ier takken zijn. 

De rcclilicalie-formule geefl lot uitkomst: 

coa. 2tp 
dal is, slellenile 2^ = 90" — ip , 

is^-^p.-Jt- 1/(1— fsm.^y) (m 

stn. ' ij) 
waaruil 
» = P{— >F(il/3,v) + 'i{il/3.f)+"'-f-A(,V3,'p)} • . (34) 

Ia deze formule z^n de grenswaarden van ifi nul en 90^, of niii 
en ^jr; J\ heeft de gewone beteekenis =1/(1 — ^sin^.^p). De formule 
geldt slechts voor een' der halve takken in eenig octant; voor de geheele 
uitgestrektheid van xp^^f) tol '^1= In, dal is, van ijn=|^]i;tol qi^Owordt 
4', zoo als behoort, oneindig. 

De omgekeerde kromme dezer hyperbola van de tweede orde zaleen' 
lemniscalischen vorm hebben. Evenwel is zij eeno lemniscala mei vierstrik- 
ken, hoedanige hier miiiiicr opzettelijk overwogen wotdcn; hareorlhogonale 
coördinalen.vergeiijking is ook van den zesden graad; ztj is dus eene lem- 
niscala van de Iweciie orde, en zou, wegens den vorm der vergelgkiug 
(eenigzins overeenkomende met" dien der cubische parabola), ciibisc/ie lem- 
D nis- 
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niscaia kunnen genoemd worden, Den (larameter p ah ecnheiti heschou- 
vyetide, zoo is do polaire coördinalen-vergelyking 

p=±/).co*. 2p (35) 

Waar indien men de usymjitolcn der oorspronkelijke hyperiiolisclic kromme 
al^ coördinafen-assen aanneemt (en deze zijn levens do raaküjnen, gaande 
door den knoop der Ictnniscata), dan h.eefl men 

p ^ =b j) , si/n, 2 qi , 

eii onder dezen vorm is de kromme lijn bekend, ak lol oene krooimelijn 
ïan do vijfde orde to bebouren. Do inhoud van eenigen sectoi' h bepaald 
door do uitdrukking -^p^ [isin.icf-^ip'X , en dus wordt de inhoud van 
een der vier lomniscalischo strikken -jP^™, dat is gelijk aan den halve» 
cirkel, op do halve as p als middeliijn beschreven. 

De reelificatie geeft, met deielfdo notatie als boven voor de hyperbo- 
lisehe kromme lijn, 

^s=~pi,pi/{l-i-sin.^<p), en s ^ — 1« E (^''^ . '/') ■ ■ (3(!) 

Ergo heeft deze lemniscala hel merkwaardige, dat, voor den modulus 
y l/3 (hebbende akoo tol hoek een' hoek van 60°), hare bogen eenvoudige 
meetkundige voorsleüingen zijn van de gewone elliplischo funclieën der 
Iweedo sooit; de lenglo van ecu' der octanten is dan ook =;E'(^i/3). 

Er beslaat cene blgkbare overeenkomst of- verwantschap tiisschen deze 
uilkomslen, en die, welke lot de gewone Icmniscata en gelijkzijdige hy~ 
perbolu belrekking hebben. Do vergelijkingen namelijk van do gel^kzij- 
dige byperbola en van do lomniscala, die hare omgekeerde is, ïijn, ais 
men de excenlricileïl der byperbola = 1 stelt : 



ïaarnil gevonden wordl, ; 
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1° Voor ilo ïenglc van een' boog der hyjicrbola, gerekend van cciiigc 
waarde ia» ip' tol ip'=^0, ikt is. loE aan den l.op der hyperbola, 

s' = Img. V' t,{vi , <f') -nVi, .p') + -}ï(t/i , V) ■ 
2" Voor de lengle van een' boog der Icmniscala, l)ij dezeifde ampiiludo, 

Mindler letlenile op de eoëfficienlen, of oj) do nioduli, dan we' oii 
den vorm der TergelijUingen, zoo blijlil, dal de formulen Toor de Ici)g- 
IB der bogen van de gewone gcIijkzijJige liyperLola en van dio, weSke hier 
genoemd is van da tweede orde, genoegzaam dezelfde gedaante hfibbeD. 
AUeeiilijk komt in de eerste lang. tp' voor, en in do tweede de omgnkcerde 
waarde co»', ij/, on io de eerste ïijn de teekens van F en E Icgejigesleid 
aan dio van F en E in de tweede; maar in de tweede wordt ook de am- 
plitudo i^j' juist in ecno tegengestelde rigling gerekend. Geiijk verder, 
in de rcctificalie-formulo der gelijkzijdige hyperbola, een teroi voorkomt 
i ^(V^l ''/'') • *™!ko do rectificatie der overeenkomstige leinniscaia geeft, 
zoo is er ook in do reclificalie-forraule der hyperbola van do tweede orde 
een term E(^-i/3 ,i/') , welke do lenglo eens booga van even groote am- 
pUtudo (ier met deze hyperbola overeenstemmende lemniscata voorstelt. 
Bij do gewone hyperbola fongelijk?,ijdige) en lemniscata is 
P, . = »-,. COS. 2 cp ; 
trekt men nu tot het punt der hyperbola, hebbende den voerslraa! r . en 
de polaire abscis 9, eenc raaklijri, ea laat men, uit den oorsprong, op 
deze raaklija eeoe loodlgu neder, zoo is het voelpunt dezer loodlijn eeti 
punt der lemniscata, en deza loodlijn p, maakt dus, aan de andere zijd* 
der aa van de lemniscata, een' hoek <f met deïtlve, gelijk aan den hoek, 
welken de vocretraal r, , aan gene zijde, met de as maakt. Hieruit volgl, 
dat de punten der leraniscala kunnen verkregen worileii, zonder het trek- 
ken van raaküjnen tol de hyperbola. Men trekke namelijk uit het ccnirum 
der iijperbola, aan elke zijde der as, een' voerslraal, elk een' boek ip met 
de as maken(ie. Zoo men dan, uit hel snijpunt van eiken voerslraal met 
D 2 de 
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do hyperbola, eene loodlijri Op Jen anilcrcn der heide ïoerslralen Iaat val- 
len, zal bel voclpunt een pmit der Icniiiiscala wezen, en men verkrijgt 
(lus, op deze wijze, steeds vier syraraelrische puuleo der lemiii'scala, indien 

de Toerslraleti ook naar den anderen tak der liyjierbola rerlcngJ gedocht 
worden. 

Hoezeer nu de punlen der lemniscala van do hvceda orde niet even- 
eens, door middel der overeenkomstige hyperbola van de tweede orde, ver- 
kregen worden, bcülaat er toch eenigo overeenkomst in de conslniclio. Men 
heefl namelijk de punlen dezer Icmniscala, door eerst Ie werk te gaan als 
boven bij do conslruclic der geivone lemniscala, en alsdan uil de voet- 
punten der gelrokkene loodlijnen wederom andere loodlyiien op de logen- 
overgeslcldo ïoerslralen der hyperbola van de Iwcede orde te lalen vallen; 
do Toetpunlen dezer luaisle loodlgnen zullen punten der lemniscala van de 
tweede orde zgn. Want uil de vergelijkingen der beide kromme lijnen 
(lemnisc. en hyperb.) heeft men dezo eenvoudige belrekking tusschcn der- 
ze! ver ïoerslralen 

De eerste factor is de uitdrukking der projeclie van den voerstraal r 
op den overeenkomstigcn .voerslraal r aan do andere zijde van de asj en 
deze uitdrukking vermenigvuldigd mol den Iwecden factor, geeft de uit- 
drukking der genoemde piojectie wederom geprojccleerd op den eersten 
voerslraal r, aan de eerste zijde dor as van do hyperbola der tweede orde 
gelroliken. 

In de rcclifieatic-fomiulo der gewone gelijkzijdige hyperbola helcekcnt 
do lerm tang.i;.'' £;^{[/^,ip') de icngto van hel gedeelte der raaklijn van 
do hyperbola, gerekend van hel punt der hyperbola, overeenkomende met 
de ampliUulo ijt' , lot hel Toelptiiil der loodlgn, uit den oorsprong op dezo 
tangens ncdergeialen. In de rcctificatie~rormuie (34) der hyperbola van de 
tweede orde, hier beschouwd nordeiidc, heeft de lerm eo^. if'. ^ (jl/3,i/i) 
wel niet volstrekt dezelfde beleckenis, maar do slelkundige uitdrukking voor 

de 



yGoosle 



G. J. VERDAM, BIJDRAGE TOT DE BESCHODWJNG DER I.ES1NI8CATEN. 29 

de Icnglo laii het gelijksoortigo deel cencr raaUtijii,,iïordt toch uit do lie- 
atariddeelen Tan dezen lerm gevonden ; want do slclkundigo waarde van 

dit deel is = , en de Torm is dus <1b omffdieerda van dien des bo- 

A 

vengenoemden lerais der reolificatio-formule ïan de gelgkagdtge hyperbola. 
Een verder Toorlgezel onderzoek zou waarschijnlijk andere piinlcnïan 
overeenkomst tdssclien de beide hyperbolen en leniniscalen leeren kennen, 
co het onderzoek der eigenschappen van do lecnniscala ten opzigto van 
hnrc gelijke bogen, sommen of verschillen van bogen, mulliplicatie en di- 
visie o£ parlitie van bogen, zou stellig, even als voor de bernouilliaanschc 
lemniscata, belangrijke uitkomsten geven. Ik bepaal mij evenwel alleenlijk 
tol de navolgende niet onbelangrijke beschouwing. 

De amphindo i/j moet gerekend «orden van nul tot -^;r, indien da 
polaire abscis (p gerekend wordt van -^n lot O, Maar bij hel integreren 
lusschen grenzen kan men de orde der grenzen omkeeren, zoo men slechts 
de leekens der termen, die geinlegreerd worden, verandert. Men kan der- 
halvo Toor do rectificalie-formulen der hyperbola en der lemniscata van de 
tweede orde, welke hier beschouwd worden, stellen (gemakshalve den para- 
meter j<=l gemende, en den modulus yl^3 niet schrijvende) 

Men neme nii op de lemniscata twee bogen, gerekend van een' der 
toppen ('ü. V. van af den rcglscheii löp), en hebbende q'j en fp^ tot polaire 
abscissen, zoo is het yerschil in lengte dezer bogen een enkele boog s, , 
welks lengte gevonden wordt door de formule 

zijnde i/jj =:9~0'~- 2;cj en tj/^ = 90' — 9^ . Voor ceii' boog s, der hy- 
perbola, welks einden door dezelfde vocrslralcn, en dus ook door dezelfde 
polaire abscissen bepaald zijn, is tevens : 

D 3 s, 



yGoosle 



'ÓO U. J. VEKDAiU, BlJDüAGE TOT DE CESCIIOUWJKÜ DER LEïïSiSCAlE.v . 

'. =!("'{*. )-r(,f.)}-{E(,f,)~E(,,0}~{A(*,)»<.fl.,-A(.f.)M».»,}. 
Voor ccn' nnderen boog Sj der lemiiiscata, en loov tien ovcreenlioir!- 
sltgen toog lier hyperbola, beide bepaald tusscheii twee Tocrslralcfi, neüiei 
polaire abscissen zijn (fi\ cp'^, zal men eïciieciis hebben 

^.=i{FU',)-F(,|-',}}-{ïï(,,A)-EO/'',)} 

Noemende nu o- bet Terscliit der bogen S[ eus^ van de lerüjii&eata, en -; 
bel verschil der bogen Sj en s^ van de byperbülu, zoo heeft men 

Maar indien men slell (de modulus steeds =^\/3 zijnde) 

cos.;i-y =-cos. i//j cos.ip\ — Si'M. ipi sin. lp' 2 . A(f'i) i 
COS. fij = COS. ipï cos, if'-[ — si'n.ifj *iïi>i;/'i . iii{,«2) , 

zal men, volgens de Iheovic der elliplische functieën, bebben 

^(Vi)+^('i''i)=ï'(i"a) i E(v)2)4-E(ip',)=E(fi5)+|sïM,^2Sin.-(/'iSi«.i//', . 
Ergo 

ff = E(/i,) — E(,(iï) + ^{sin.[l^s^n.',l',sin.\p'3-~s^n./^^sm.tjl^ sin.i!>\ ] , 

Nu kan men do amplitudines tJjj en i/t'^ zoodanig nemen, dat de func- 
lieën F{i/)j) en F(ij/2) complementair zijn. Alsdan is F(,Ui) = ï"{-Èl/3) 
en t*i =ï'ï"- Met de bcido andere bogen ip^ en ^\ Kan dit eveneens 
gescbicden. Ergo F(,«i)^F(/(i} en E(;i,) = E(f<i) , en er komt derbalvo 
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o = -| ^sin.xl>f sinAp'2 — sinAp2 sifuiji\ } , 

'''=(A(V'i)C0^i/''l+A(V'2W-'/'2) — {A(ih)cöM/'i+A(i/''i)co^';''i}-~<r. 

Men heeft alsdan ook, vermits het complement b van den moilulus c gelijk 
i. aan v/(l-|) = J., 



■m. !()',= 


A(*,) 


Cos. 11), 

; SïH.iu , = -i 


r^''''''-.AÖ,.,^^<" 


)erhalvo 










,= 


^ l 2A(.f,) 


™.2,.., 




2A(.f .) ] 




,'=. 


-|a {%pi)col.xp^ 


1 l /^m'^ ,•. 1 




•^^ "'= 2A(.,.JJ 




- 


-!a(<P,)co(. ifi 


J.. ■ tl^r/ 4JJ 




+ ■' *^-'' 2A(t,). 




= 


■ |a (+,) eo<. t, 


+ ' ] 
4 A(J„) coi.J.,) 




- 


- A {^,)cot. i^i 


4 A (*,)»(. tj 



SAO/',) 



Men bcsluib diensTolgetis iJat, zoo me» opdeleraniseatatwcc liogeiineemtj 

in ïoego diil do complementen der dubbelde polaire abscissen (90" 2p) 

Tan elk paar niet overeenstemracndo iiileinden (i;;j , en \p\; i/j', eni/ij), 
do amplitudines zgn van twee complementaire elliptische fiincticcn der 
eerste soort, hebbende ^;/3 tot modulus, alsdan het ïcrscliil, zoowel 
Tan dezo bogen als van do overeenkomstige eveneens bepaalde bogen der 
hyperbolische kromme, eene sleikundigo uitdrukking tot waarde zal hebben, 
of, anders gezegd, reclifiabel zal wezen. De eene boog op de lemniscaia, 

beb- 
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Sicbbenile (p^ en rp^ lot polaire absiïissen tod uiteiiiflen, Itan naar «elge- 
ïallen genomen «orden, en de aijscissen der uileinden van den anderen 
boog worden alsdan, met behulp der vorenslaande betrekkingen, gevonden. 

McQ kan ook zeggen; zoo op de lemniscala Inec bogen gcnotueu 
worden, welker verschil is reclifiabcl en tevens bepaald door de sleikun- 
digo uildrukking der bovenslaande waarde vantr, dan zal het Tcrschil der 
overecnkomslige hjperboüsche bogen medo reclifiabel zgn en bepaald door 
de uildrukking der waarde van ^r' . 

Deze eigenschap heeft overeenkomst roet eene eigenschap der gewone 
lemniscata, door chasles opgemcikt, en Llootelijk vermeld in een der bla- 
den van do comptes rendus over den jaro 1845, namelijk : zoo op ecne 
bernouiUiaansche lemniscala twee bogen genomen worden, welke even groot 
zijn, of, welker verschil =0 is, zal hel verschil der overeenkomstige bogen 
van de overeenslemmendo gelgkzijdige hyperbola rectifiabel zijn; deze ei- 
genschap is derhalve, als hel ware, een bijzonder geval van do bewezcne. 

In plaats van het verschil, zou men ook de som van twee bogen kun- 
nen beschouwen j doch ïk wil thans niet langer bg dit punt verwijlen. 



C. Hel laatste geval van voorgestelde herleiding is dat van o^ =0 of 
i^^O, bi] ïoorbeelil fi^=0, en /ï^ = — cf-^ {'*) > *lat 's, in de oorspron- 
kelijke vergelijking (l), (3^= -— a'*. Deze vergelijking wordt daardoor 



(a) IndiBD Pï = -j-a!, ot wd (5'' = -i-iï= is, onIsiMl de .erselijklog 

De kromme lijn, tot welke deie vergeliiking beirekking heett, ia daarom in de algemeenc 
hescliouwLngen in den leksl oiet' oTerwogeo, wijl haar Torra niet lemniscatisdi, en hare 
reotiflcalie eindig is. Het ia eene kromme lijn, hebbende twea takkeo met parabolisolie 
osympioteo, verbonden door eene as, welker lengte ia Ujo. Hare pooWergelijking isi 
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"'-• -«•(«■-!/•), 
ot, als boven — = ^^ slellende, 

m* = p^{x^—y^) (37) 

waarmede, door de vergelijkiDg (4), OTereensleml, 
j __ 2 cos, 2 (p . 



* <P (l -\-cos. 2^)^ 



A lid git ph 1 d k e b \ b 

e p d 1 { 0) ( ) b A I 1 J p 1 

gijkhf d dg dkmlTkdl 

ddEl;i pdidl db dd b 

pld 1 rnkd^lkhkiprod bghe'' ^ 

!b| hd pgd e dldljni 

klbpd kdh dd big dm 

1 dij d 1 lp Ik j d b d 1 II p 

d k mm Ij Ik ] p d d 1 

k bamd mlp dd kdkm 

i 6 
D 1 d B P ' 'e d d Ijk d e ljl= S(8) ni 

Joo i g 1 p d p I lyk g p 1 d L g 

Bo dua, b. T, ïoor 5J=:45'', 1 = 5^' , waarniade zal oïereeosiemmea voor den inhoud T«n 
het halve hypevbolisoh segment, hebbende (rciis.91 — p) lot pijl, I' = j.jb'. 

Voor de reetiKoatie vindl: men, heliij mei formule (9), hetsij regtatceeks uit de pnol- 
Tergelijliiiig, 

da = p.i tang. f , ;/ ( | + 4 iang.^ f) , 
j = ip [tang.fV(\-i'^iane.'-tf) + ^LBg.[2tans.f + (/ (l-b^on^.' 5>)]| . 

Eenvoudiger is de uitiïrukking, vanoeer men, betiij in deie, hetiij iu de loorgaaade, 
3 iang.f^ztang.f stelt; men heeft alsdan: 

I — ip [tang. ^ sec. 1^ + Zog. lang. (45" + i -f ) } . 
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Do vergelijking (37) is een bijzondere vorm van do vergelijking (14), 
en, even als deze, heeft zy betrekking lot eene lemniscalische kromme I'yn, 
vaD welke — omdat y^ , in de riabglieid van den knoop, hoogsleiis ^=ic^ 
kan z^'n, of ook, op oneindig kleinen afstand Tan den knoop, werkelijk 
y^ ^x^ zal weïen — . de tangenten, die door den knoop gaan, een'halven 
reglcn hoek met de as 2p zullen maken, zoo als dit bij de lemniscata van 
Bernouilli plaats heeft. 

Men heeft deze iomniscota tang gekend, doch ik vind er niets meer 
van aangeteekend dan eene constructie en do quadratuur. Wel slaat mij 
voor, ergens gelezen lo belibcn, dal fagnano zich met hare beschouwing 
ïou onledig gehouden hebben,^ doch het voorname geschrift van fagnano, 
Produzzioni mathematiche (17jO), is mij nimmer onder de oogen ge- 
weest. Dat ook FAGHANO de rectificatie in genoegzame Tollcdigiicid zou 
behandeld hebben, komt mij zelfs zeer twijfelachtig voor. Ook eclek, die 
in de Novi Commenl. pelropolil, , tomo VI, over de lemniscata van Ber- 
nouilli (zoo verre hare rectificatie aangaat) geschreven beeft, en meermalen 
op den arbeid van fagSANO verwijst, gewaagt van de hier bedoelde lem- 
niscata niet, 

Cramer bedient ziek van dezo lemniscata in zijn werk : Introduction 
a l'analyse des lignes courbea algébrigiies (pago 495), bij de verklaring 
van het gebruik der kromino lijnen ïn de methode der maxima en minima, 
on wel in het voorbeeld, om de halvo hoogte te vinden van don grootsten 
regthoek, die in een gegeven cirkel kan beschreven worden. Want den 
straal van dezen cirkel p noemende, en den inhoud des regtboeks 4^i/ , 
zoo komt men tot eene aequalie, welke den vorm (37) kan aannemen. 

Wat de constructie aanbelangt, men kent deze zeer eenvoudige; Trek 
in den cirkel, welks straal is p, eene middellijn als «* der lemniscata; door 
dezelve eene leodregle koorde; verder oen' straat, gaande door een der 
uiteinden van dezo koorde ; daarna uit het sngpunt der koorde met de as 
eene loodl^n op dezen straal getrokken, en do lengte dezer loodlijn, met 
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een' cirkelboog, op de positieve cii negalieve rigtingen <Jer koorde, overge- 
bragl hebbende, zoo verkrijgt men twee punten der lemniscala ('). 

De inhoud der kromme lijn kan niet door de formule (S) gevonden 



( ) O t k m d d d e Ijk (3 ) fl d B 1 jt 

pdhl h LIT d d dmddU; 

Uk k d h d Ld 1 dIj p d lüdd Uj 

;> mddkd m jdb Idldldd j 

Dl Blükpdhd jg ddH 

jlkrad jddg bkdEk 

hik indbl dhk 1 d pmkdd p 

se dpdlm B 11 pik Imd 

gjLB'3 I d md gl t7)kgb dd 

d 11 l bgHram mljbdlfhk d 

ddp d G'^ kpbf d 

Ikidhk d mdd 1 

d mf lidradsljkedlm B II 

Ik d e^ ^s 

(X 4-ï ) ^r =p (* ~y ) , 

r' =i>M5'-|-?'7 V'2); 
CD itze 'li nederam 

= (?+SV2+ ~ )=p ( - ) 
Dijikl IMbd h hd gdeYergelij- 

ks() 1 ^Egk bj dg 1 m l Echeefhaekig 

II g d d I b d d Daten x va y 

d ] 1 m h 

I ]h g bdbdgljkgd onderwerpt - 
ijk 1 d Bid hg ml katsle. Wact 
d Ijk g d I m d g Ijk g { ). Termils d« 

fli Ik I d i d Ij p ld d de lemniscati 

II 11 ra h bb d g jL k g m tien. De on- 
dpkim d d djigo een' bel en 
kgl i 1 yld bjdglgood d 

L 2 
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norden, wijl deze, voor het geval van A^^O, eerst nog eene wgziging 
of eenvoudige herleiding zou moeten ondergaan, daarin bestaande, dal men, 

alvorens è^=^0 te stellen, voor -^ sebrijve 5, daarna q^p, en alsdan 

è = in die termen, welko 6 nog inhouden. Hierdoor vindt men voor den 
inhoud dor geheele lemniscatische ruimte yp^ , en dus ^ groolcr dan do 
ruimte, ingesloten door do lemniscata van BernouilH, zoo deze deïelfde lengte 
van as heeft; en deze uitkomst was vroeger reeds bekend. 
Door do reclificalie-formule (9) verkrijgt nien; 



})S = 



èip t / (cos^ 2if {\-\'Cos.2ifY ■\' sin.^ 2(f{\—cos.^^,y 



pi/ I 






Ty\ 



1 + co*, 'lif' \ COS. 2ip J 

pèfp I / — 3 tang.^ "ï" + * tang,''if 1 

cos.'^tp " (^ 1 — tatig,'''cp J 

Om deze formule tol elliptische integralen te brengen, steile men 
lang, cp =^ sin. ^p , waardoor zij zal overgaan in 

l/{l — 3 sin.^ xj> -{- i sin," ^\ 

p.'^.fang.^p 1 — tang.'^ ^ -|- 2 lavg." ^ 

{l -\- (ang.^ ^)'^ l/{l — tang.'^tp -)- ^lang'."^} 

Hierin nu wederom liang,^ '^l = lang,^\ a , zoo komt men tot 

. _ I p i^8 ■ ^t. 1 — i (2 + ^1/2) si«.'» 

(1 -(1—11/2) W«.^-i-«}^ V{l~i(^ + ^l/2)*»«.^^} ■ 

Substituerende sin.^ \ m = \. , (1 -—cos. u) , vermenigvuldigende teller 
e» noemer 'van het gebroken met {(1 -[- 4- 1/2} — (1 — 4" l/2) cos. wj * , 
en herleidende daarna behoorlek, zoo ontstaat eindelijk : 
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a,{3-....„-. .ri..-..){i-»'»....M 

-'^'^ (l + «««.'.)>l/(l-c-»,V..>..) 

in welko, tot meerdere eciiToudigheid, gesteld is, 
-^ - 1/2 = m , 

i-\-^V2 = CK 
Be Tordece behandeling dezer foritiule, Yolgeos regels, daarloe uU de 
theorie der ellipUscïie funclieün bekend, hangt van eene zeer vtijdloopige 
berekening af, van welke het genoeg moge zijn, liier de niet zeer cen- 
Toudige uitkomst te vermelden, te weten : 

.^(■„t^8)[r^-g;i +'"""+''n F+^ü±^E+ 

*"' ■'iL«= 2„>(l+„) J ^2«(l-|-,0 

W3«+.n) {n(2+tt) + (3+2n)c'} _ m+ic' _2mc'-l 1 
"•"JL 2«>(l+«) » n' J ■ J "^ 

I I W'^8' f ^"+'" «■"■"■<!«.»v/(l— c'sm.'») , sig.» t/(l— e'ifa..) 
' l2{l-|-«)' l+>i»;>i,>» '■ l+n.si«.'^ 

, n + 2e' r l—(n + 2e< «,■«.= „) -, 

+ — r-^ . Boogtang. f ^ ^ — ^ I 

4iiv/(n+c'^) * *L 2(H+c^)S.siji.Mi/(l — c^Wrt.^ s.)J 

+ ;!— j;..,, lans, f- '•"■ ■ '^'" + °-!l"| 1 (39) 

Daar iang.f^ =^sin.iji, en lang.ijj =^[iy^)tanff,l-'.t is, zoo worill 

SJM. 4-01 .,, 

tans; qi = é ti-' ' 

l/{1 -(1-4-1/2)"".» 

Do grenzen van (p zijn 45" en nul; derhalve moeten, rnet qi^^^O en 
lp =45°, overeenstemmen o, = O en m^^ISO". Hieruit vlueit voort, dat, 
om de lengte van een der lemniscalische quadranten Ie bepalen, de for- 
mule (39) moot worden genomen tusschon de grenzen 180° en O". Ten 
E 3 aan- 



yGoosle 



38 G, J. VERDiM, BIJDRAGE TOT HE BESCHOUWING DER lEJINISCATES. 

aanzien van de lernieii, die met eeiiigc elliptische funclie woriJcn gemulti' 
pliccerJ, komt dit neder op het Terdubbclen van dezelve, co op het ver- 
meuigvuldigea met. de complete funclieën. En nat betreft de volkomen 
geinlcgreerde lerraen, deze hebben, voor beide de grenzen, dezelfde waar- 
dijen, en vervallen alzoo uit de integraal. Ergo zal de formule voor de 
lengte van het lemniscalisch quadrant ^en vorm hebben van : 

S=.KyVl^8){A.F'(»)+B.E'(o)+C.n'(»,e)) .... (40) 

De parameter n is hier kleiner dan één, maar positief; denzelven = 
eot.^ 6 stellende, zoo wordt de complete functie n afhankelijk gemaakt 
van E en F, door middel van de formule 

{zie LEGËNUBG, r^aiVe' etc. I, pag. 134), in welke lt = y/{l — 'C') is. De 
substitutie hiervan en de .verdere ontwikkeling worden nagelaten, aange- 
zien de coëlTicionlcn van F en E, zelfs bij overbrenging der volstrekte ge- 
tallenwaarden van n, m, c, b, zeer zamengeslelde uitdrukkingen worden. 
Do vorm der einduilkomsl verschilt evenwel zeer weinig van dien der for- 
mule (23). 

Stelde men, even als serbet voor de gewone lemniscata deed, meer 
algemeen : 





••■ (^""(, +„,.:„.■ 


men. 


voor hel geval van m~\y verkrygeii 




r = (2p — r)cos.if . 



By do gewone lemniscata zou deze vergelijking zijn r=pcos. f, eii 
behooren tot een' cirkel, hebbende p tot roiddeliijn. Hier is de vcrkregeno 
vergelijking striklelljk wel die eener lijn van den vierden graad, maar zij 
heeft don vorm van de vergelijking eens cirkels, en er beslaat dus ecnige 
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OTereenkomst lussehcn <le bijzondere gevallen van m=l , zoo Toor de 
gestelde vergelijking, als voor die, welke uit de vergelijking der lemiiiscata 
Van Bernouilli wordt afgeleid. Bij deze laatste heeft de cirkel eene staud- 
Tastige iriddellijn; bij do eerste is de middellgn Tcraoderlijk niet den voer- 
straal. Men kan de kromme l^n dun ook gcmakkeiijk met den cirkel, die 
2p tot straal heeft, en meteen anderen, die, r willekeurig nemende, 2/) — i' 
lot middellijn heeft, construeren. Ook indien men eene parabola construeert, 
hebbende p tol brandpunts-afstand, en dat men op de voerslralen, uit hel 
brandpunt gelrokken, deelon neemt, die aan de projectiecn dezer Toerstra- 
len op do as gelijk z^n, zullen de uileinden dezer doelen punten van de 
- kromme lijn wezen, hetgeen dadelijk blijkt uit de pool-aequalie 

2/» . COS. (f _^ 2p 



1 "1" CS. <p 1 -{- COS. 9 

Hoe eenvoudig ook de vergelyking dezer kromme lijn moge schgnen, 
zoo hangt hare rcclificatio van eene zamenslelling van ciliplische integralen 
af, veel meer ingewikkeld zijnde dan do formule, zoo even, in de onmid- 
delijk voorgaande beschouwing verkregen. 

ïïeemt men p=^l, zoo heeft de hyperbolische lijn, welke de omge- 
keerde kromme der overwogene lemniscata is, tot pool-aoquatie 

{cos, 2cp } 

ergo is het qiiadraat van haren voerstraal gelijk aan -J- van de som der 
quadrafen, beschreven op de overeenkomstige voerstralen eener gewone 
lemniscala en der overeenstemmende gelijkzijdige hyperbola, en op de koorde 
van hel quadranl eefis cirkels, hebbende de halve as der lemniscata en der 
hyperbola tot straal; — indien.de parameter niel=l ware, zou hetzelfde 
klaarblijkelijk nog plaats vinden ten aanzien van hef p-voud des voerslraals. 
Dit is het eenige belangrijke, dat van de hyperbolische lijn, die als grond- 
lijn van de beschouwde lemniscala kan aangemerkt worden, vermelding 
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Terdient, Een verder voortgezel onderzoeli, voornunielijk mei oogmerk om 
wil Ie vorschen, of er merkwaardige betrekking lusschen oïereenstemmendo 
bogen dezer kromme l^nen beslaat, heeft niets bijzonders opgeleverd. 



D, De behandelde gevallen zijn de voornaaoislo, in welke, door bij- 
zondere betrekkingen tusscben do cocflicienten «'^, 6^, «*,/3', het onder- 
zoek der rectificatie tot eenige wetenswaardige uitkomst vocrl. Men kan 
evenwel nog andere betrekkingen tiissclien die coëfficiënten stellen, door 
wetke de vergelijking {I), (3) of (4) lol iemniscaten behoort, welker wor- 
ding opmerking verdient. Neemt men b.v. aan, dat, in de vergelijkingen 
(3) of (4) , de coëfficiënten van sin.^ rf of cos.lf gelijk zgn, dat is: stelt 
men (a^— yS") = {a'^ — b"^), of a'^ ,P^ ,a^ ,b^ in rekenkundige evenredig- 
heid, Eoo behoort de vergebjkmg tot ecno lemniscatj, welke \h de ortbo- 
gonale ()rojei,tie der sphaeribche lemnisrala. Even zoo aU de gewone lem- 
niacatd de eigenschap heeft, dat hel pioduct der oveieeiikomsligo voerstra- 
ien, «il de beide brandpunten getrokken, gelj)k is aan do l«ecdo magt 
der e\centnciloit, kan men zich ook looislellen op de sphaer Iwco pimleu 
tn de lemmscaliscbo Igo, wclko de eigenschap heefl, dat het product der 
stnusseti of der tangenten van de geheelo of der halve «phaeiische voer- 
^tralen, uil genoemde punten tot eenig punt der kromme gctiokken, stand- 
vastig gehjk ZIJ aan de tweede magt dei stnas of ia.tgaii van don halven 
sphaenschen afstand of van hel ^ dos afstands dier punten. Nemende de 
stnuiten der halve sphaeiischo voerstralen, noemende verïolgens den sphae- 
nschen afstand dei beide punten 2s, den sphaenschen cenlraWi voerstraai 
p , en 1^1 den sphaenacben hoek, begrepen tuiscbcn den ^oeriilrartt p en de 
«phaeiische Ign, welke door pasgenoomde sphaeiiscbe brandpunten gaat, 
zoo koml men, uit desphaensche dntboeken, welke p, e, en de braodpunts- 
voerslralen tol zijden hebben, tot de betiekking 

eo*,s = co*.* yP (1 — sin.^i . sin.^ qi), 



y Google 



G. J. TERDASI, BIJDR4.GE TOÏ DE BESCSOUWINO DER LEMBiSCATES. 41 

- , COS.s 
COS. ' Y p ^ -- ■ ■ ■ — . 

Deze 13 lio vcrgolijking der aphacrisclie lemniscala, door noBERTs op- 
gegeven in een artikel, voorkomende in Deel VIU, pag, 263, fan hel 
Journal de mathématiques, pat' uoüville, en uil welko vergelijking, door 
dezen wiskundige, de rectificalie der spliaerisclie lemniscala ia opgemaakt. 
De lengle der bogen van deze met blakke kromme lijn hangt af van eeno 
eiliplische functie der eeisle sooit, hebbende een' modulus, van welken de 
hoek tusschen O en 45° kan verandoren, terwijl, bij do vlakke lemniscata, 
do modulus standvastig is [4), 

Do orlhogonale projectie der sphaerische lemniscata op hel vlak van 
een' groolen cirkel, loodregt slaande op do middellijn, welke men door 
don knoop der sphaerische kromme lijn getrokken kan denken, is eene 
vlakke lemniscata, van welke de centraio poolvergelijking zeer gemakkelijk 
uil de bovengestelde acqualie wordt afgeleid. Want do hoek 9 bigft in de 
projectie onveranderd ; de projectie van den boog p wordl eene regio lijn 
r, zoodat r=^sin.p is; eveneens wordt do projectie van den boog e eene 
lijn c, die = «iM. s is, en hiermedo wordt de vergelijking der projeclie van 
de sphaerische lemniscata 



_ 4i/(l-c') 4(1-1,') 

1 — c^ sin.^ <p (I — c^ sin.'^ f)^ 



Sleït 



(4) Voor hel oogmerk des onilerioekï ïau RoEEliia is de vorm der vergeüjkiDg van de 
sphaerische lemniEcata zeer geschikt. Wilde men den Torin meer oiereenliomstig met dien 
der pool lerge) ijk ing van de ïlakke lemDÏscala stellen, dan lOu men, door b.v. cos.' ^ p tot 
lang.^ i p ^6 herleiden, hebhen 

eang.'i p = -i 2 eos t ' 

want bij .den oiergang vaD,het sphaeiiseh ilak, tot het platte vlak gaat deze vergelijking ook 
orer in de gewone poolTei^eJijkiag der lemniscata vari BïnnoaiLLi, 

F 
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Slelt men i/(i — c^)^}, zoo kan men deze vergelijking schrijven 
onder den vorm 

,'-4y. ''-'''-'''""■'' : (41) 

overeenkomende met of begrepen in den algemeenen vorm (3) der pool- 
vergelijking van de lemniscalischo kromme iijiion der eerste orde. 

Doze lemniscata kan nimmer eene faernouilUaansche worden, wijl de 
hoek, lusschen de as on de centrale tangenten, altijd boven 45" blijft, 
zijnde hel maximum der vvaardo van dien hoek bepaald door de betrekking 

nn, lp = —i- — ~Ii ; 
c 

duar nu de straal van den bol = 1 is, zal c steeds kleiner dan 1 moeteu 
wezen (5), on voor elke waarde van c, tusschen O en 1, zal de waarde 
van stn,^ (f altijd [>x, en dus <p )> iö° worden; c = kan alleenlijk 
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*i«.^ 9 = -^ opleveren. Nog duidelijker blijkt dit, indien men lang.t^ 
bepaalt uit sin.qi; want voor tang.<f komt alsdan de waarde — , eii ^ 
beslAudiglijk <I zijnde, zal (p altijd > 45" wezen. 

Z,ij r = , zoo komt uit (41) , overeenkomstig den TOim der ver- 
gelijking (4), vroeger gesteld, 



. - (42) 

Hiermede do toepassing makende op formule (8), verkrijgt men voor den 
inhoud der lemuiscata 

.I^ihlÉ, {itVq^{.\~q)n} (43) 

Doch met de herleiding der reclificatïc-formolo {9) schijnt geen go- 
wetisclit resultaat verkregen te kunnen worden, welke bepaalde gelallen- 
betrekkingen men ook \oor c* , of voor q, mogt aannemen. 



Het voorgaande betreft inzonderheid do lemniscaten van de eerste 
orde. Het onderzoek zou tol lemniscaten van hoogere orde kunnen uit- 
gestrokt worden; dan ik eindig hier deze beschouwingen met alleenl^k nog 
te vermelden, dal men, behalve lemniscaten van verschillende orde, maar 
hebbende algebraïscho of zuiver goniometrische aequatieën, ook nog onder- 
scheiden kan lemniscaten, die eeno transcendentale vergelijking hebben, 
Zoo b. V. ..tp is eene cirkelvormige abscis, s eeno polaire of divergerende 
ordinaat, loodregt door de cirkelvormige abscis gerigf, en et de groolale 
waarde van cp, voor welke z cene bestaanbare waarde kun erlangen, zal 
de kromme 1^, welker vergelijking is 

j> = »'(«'-f=) (") 

(eigenlijk tot de klasse van elliptische spiralen bctioorende), geacht kunnen 
F 2 wor- 
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worden te zijn eene Iransceiideiilale lemniscala. Haar vorm is zuiver lem- 
üiscatisch, en hare reclificalio wordt gemakkelijk van eene elliplische inle- 
graal afhankelijk gemaakt. EütEG maakt' van (Icn Torm dezer kromme 
lijn ter loops gewag in zijne Jntroduclio in analt/sin injinitorum, Y o). Il, 
Cap. SXI, pag. 302. 



§ II. 



Na deze beschouwingen, tot welke de vergelijking (3) of (4) aanlei- 
ding gaf, moet nu gehandeld worden over andere wgzen van wording der 
lemniscaten, onderscheiden van de Troeger aangeduide, gelijk mode eonige 
voorbeelden moeien worden bijgebragt van bepaalde gevallen, in welke 
lemniscatisclie kromme üjnen kunnen ontstaan; alleenlijk zal hel hoofdzake- 
Igke hieromtrent worden aangestipt. 

a. Indien do generatie van lemniscaten, als omgekeerde van hyperbo- 
lische kromme lijnen, boven is voorgesteld als eene algemeene wording, zoo 
is zij nogtans de eenige nïel; want zonder dezelve als omgekeerde kromme 
lijnen aan te merken, kunnen zij ook nog op onderscheidene andere wij- 
zen nil gegevene kromme Hjnen geboren worden. Reeds is van eene 
andere constructie van lemniscaten uit hyperbolen gewaagd, want de voel- 
[lunten der loodlijnen, uit het centrum eener hyperbolische kromme op 
hare opvolgende raaklijnen nedergelalon, moeten noodwendig in een' lem- 
niscalischen omtrek zijn gelegen. Do lemniscaten zijn dus niet alleenlyk 
omgckcerdo van hyperbolische kromme lijnen, maar ook zoogenaamde voet- 
punlen-kromme lijnen der hyperbolen van verschillende orden. En niet 
slechts uit opene kromme lijnen, gelijk de hyperbolen zijn, ook uit geslo- 
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leuo kromoio lijnen, zoo als uit ellipsen, cirksls, ovalen, enz. kunnen do 
lemniscaten op ineer dan ééne wijze voortliomen. Eindelijk, daar elke 
kromme lijn kan gedacht worden te zijn de mcelkundige plaats der door- 
snijd in gs-pun ten Tan andere lijnen (hcfzij"veg[c, hetzij kromme, hetzij regie 
en kromme lijnen), aan eene bepaalde' wol van beweging of verandering 
onderworpen, zoo kan ook een dergelijke oorsprong aan de lemniscaten 
toegekend worden. 

Men denko b. v. eene ellips. Eene raiddellijn gelrokken, en ergens op 
het verlengde dezer middellijn een punt O genomen hebbende, zoo Irekke 
men, door dit punt, een bundel van stralen, genoegzaam verlengd om door 
den omtrek der ellips gesneden te worden. Op eiken straal bestaat aldus 
eene koorde der ellips; men brenge nu, te rekenen van het punt O, en aan 
wederzijden van hetzelve, op eiken straal de lengte der overeenkomstige 
koorde over, zoo maken de uiteinden dezer stralen van bepaalde lengte 
eene meetkundige plaats uit, en deze is eene lemniscala, van welke het 
punt O de knoop is. Zij is wel symmelrisch, maar niet ten opzigte van 
de bovengenoemde middellijn, zoo deze is eene willekeurige, en niet de 
grootste of de kleinste middollijn. Het is zeer gemakkelijk, de vergelijking 
dezer lemniscala op Ie maken. Is b.v. de gekozene middellijn de groote 
as der ellips, zoo is haar verlengde de as der lemniscala. Nemende nu 
hèt punt O als oorsprong van regthoekige coördinaten, stellende w^ders de 
halve assen der ellips a en b, en d den afstand der middelpunten van de 
ellips en der lemniscala, zoo vindt men voor do middel punts-vergelgking 
der lemniscala 

{6^ar^ + aïi/»)^=4a*6^ {{iïie^-|-a^y^)~d^ï/'^) . . . (45) 

welke, vermits d^a, on dus («^ — d.'^)y^ eigenigk is — {rf^ — a'^)y'^ , 
ook behoort lot de vergeiy kingen, begrepen in de algeraeene vroeger ge- 
stelde vergelijkingen (1) en (2). 

Voor een cirkel is 6 = a, en dus 

F 3 eB 
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en deze gaat over in de vergelgking der lemniscata van beksoüilli, wan- 
neer d^ = 2a^ wordl, en in de daad maken alsdan — doch ook in geei. 
ander geval — de raaklijnen, uil O lot den cirkel gelrokken, een' reglen 
boek met elkander, 

Bezelfde conslruclie op andere geslolene kromme lijnen herhalende. 
kooien er insgelijks leinniscaten, dio echter \an hoogere orde zullen we- 
zen, en enkel of dubbel kunnen zijn. Neemt men b. v. op de dwarsche 
as eener gewone lemniscata, of vun elke andere lemniscata der eeraie orde, 
een puiil, en herhaalt men de opgegevene conslruclie op beide de strikken 
der lemniscata, zoo ontstaat er eene dubbele lemniscata van de derde 
orde, dat is eene lemnisoala, hebbende vier symmetrisch gelegen strikken, 
en eene ortbogonale coördinaten-vergelijking van den achtsten graad. 

De verklaarde wording is geenszins nieuw. Voor den cirkel is de 
wording der lemniscata van BEitiyouiLLt opgegeven door chasles in een der 
'deelen van de complet rendus de C^cadémie de^ scünces .yaa hctfransche 
Instituut (ïie ook het Journal de tnaphématiques, public par LlöUViLLE, 
Xome X, pago 451). Doch het meer algemeene voorstel, om do constructie 
op eeno ellips ioo te passen, treft men aan in een, zoo ik vermeen reeds 
vroeger uitgegeven, nederduilsch geschrift, ik heb namelijk de verklaarde 
wording dor Icraniscalen onlleend van eeno beschouwing, en uit een voor- 
gesteld en opgelost problcma, voorkomende in hot 2* stuk des eersten deels 
{pag. 44) der Nieuwe wis- en natuurkundige verhandelingen of voor- 
stellen van het amsterdamsch genootschap, onder de zinspreuk : ^«ft onver- 
moeide arbeid komt. alles te boven. Aldaar wordl evenwel minder acht 
gegeven op die kromme lijnen als lemniscaten, en hetgeen van hare recti- 
ficatio wordl gezegd, als wel tol ingewikkelde berekenirigen voerende, maar 
lot geene merkwaardige uitkomsten, is, naar aanleiding der voorgaande be- 
schouwingen, verre af van zoo beslissend te zijn. 
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b- Om de bijzonclerc soorten van lemniscateo der eerste orde Ie kun- 
nen construeren, indien men dezokc a!s omgekeerde kromme lijnen be- 
schouwl, moet men de bgzondere soorten van hyperbolen kennen, uit welke 
zij, door omkeering van do gelallen-waarden der Toerslralen, onlstaan. 
Doch men kan ook eene geheel eigenaardige wording aan de lemniscalen 
toeschreven, door ze aan to merken als kromme lijnen, welker punten 
verkregen worden bij de snijding van gewone hyperbolen met ellipsen, of 
ook met cirkels, welker parameters, voor elke nieuwe groep van punten, 
op eene regelmatige wijze veranderen, en wel met tnsschenkomst eener 
parabola ; zoodat, op deze wijze, de lemniscalen uit de gewone kegelsne- 
den haren oorsprong outleenen. 

Men schrijve do vroeger beschouwde algemeene vergel^king (2) der 
lemniscaten van de eerste orde onder dezen vorm: 

(6>.T'+o>!/')>=0'(A"«"-"'s') («) 

alsdan moet aangetoond worden, dat deze vergelgking kan ontstaan uil do 
eUminalie der vorandorlijke parameters, voorkomende in de vergelykingen 
van eene hyperbola en eener ellips, welke elkander snijden, en telkens van 
afmeting veranderen. De wet van verandering dezer afmetingen zou ver- 
schillend kunnen wezen, doch om de mogelijkheid of het eigenaardige de- 
zer niet onbelangrijke wording der lemniscalen aan te toonen, slrekke al- 
leenlgk hel navolgende. 

Men denke eene hyperbola, hebbende eene halve eerste as —p, terwijl 
de betrekking of verhouding tusschen de tweede en eerste as zij = (/? : «), 
De vergelijking van deze hyperbola zal aijn 

P'x\-a',j\=p'/3' w 

Indien men, in deze vergelijking, p willekeurig laat veranderen, zal 
zij de vergelijkingen opleveren van alle gelijkvormige hyperbolen, welker 

asymp~ 
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asymptotea mei Je eerste assen denzelfden hoek insluileii, wiens goniome- 
trische tangens is = — . 

Zij ook eene ellips, liebfaende eene hahe groolsle en hahe Itieinsle 
niiildellijn, welker verhouding is — . En nog denke men eene parabola, 

hebbende een parameier =: 3 - — > zijnde e eenige gegevene lijn. Is nu 
ab 

p eenigo abscis yan die parabola, welker lop in den oorsprong der 
coördinaten ligl, en de voorname as langs do abscisscn-as, zoo wordl 
hel vierkant of de tweode magl der overeenkomstige halve ordinaat uitge- 
drukt door : 



Men neme eindelijk aan, dut de regthoek onder do halve üssen der 
genoemde ellips gelijk zg aan dit vierkant; indion dan men n de volstrekte 
lengten der halve assen van de ellips ïgn, zal 

viciea. Hierdoor zal de vergelgbing der ellips zijn 



dat is; 

b^x^^ 4- a^y^^ =l3p,c'^ (i) 

Wanneer men derhalve aan p verschillende waarden geeft, van nul 
af lot zekere straks aan te wijzen grens, zal men telkens eene hyperbola 
(x) van andere afmeting bobben ; met deze zal ook telkens een andere 
ellips (i) overeenstemmen. Deze ellips en hyperbola concentrisch gecon- 
strueerd zijnde, zullende elkander in vier punten snijden, en de opvolging 
der vierparen van punten zal eene kromme lijn doen ontslaan, welker 
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Torgelijking, onafhankelijk moetende zijn van elke waarde van p, klaar- 
blijkelijk gevonden wordt door V. do coördinaten x^ , y^ en a!.^ , t/.^ , 
welke in do vergelijkingen (k) en (i) voorkomen, gelgk te stellen aan de 
loopende coördinaten x en y van de begeerde kromme lijn ; 2", door als- 
dan den veranderlijken parameter p uit de genoemde vergelijkingen te 
elimineren. Zulks doende, komt er 

{Ij^ x'^ + a^ y^y = c^{ff^a;^ — a-y^) (46) 

Hierdoor is dan betoogd eene wijze, waarop de vergelgking (?) kan voort- 
komen, en levens eene wijso van ontstaan of van wording eener kromme 
lijn of eener soort van kromme lynen, hebbende do vergelijking (j) lol 
algemecne aequatie. Dat deze kromme lijnen lemniscateti zullen moeten 
wezon, is liglelijk in te zien, zoo men de snijding der opvolgende ellipsen 
en hyperbolen overweegt, "en over de verandering van derzelver grootte, bij 
de Iraps'w^'ze vermeerdering van ^, een weinig nadenkt. — Tol zekere grens 
heeft men met elk paar ellipsen en hyperbolen steeds vier snijpunten ; 
bg die grens evenwel slechts twee raakpunten, en voorbij die grens houdt 
de snijding op, ten blijkc, dat de krommo begrensd en gesloten is. Die 

grens nu is jj = ~ c' ; want tnet deze waarde van p zullen de vergeljj- 

kingen der hyperbola en ellips wezen 

Zoowel de ellips als de hyperbola zal derhalve tot eeralc as of halve eerste 
as hebben eene lü" "= /^ ■ ïï ■ ^'ü^ kunnen deze kromme lijnen elkan- 
der niet snijden, maar raken elkander in do gemeenschappelgke toppen 
der eerste assen. 
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rfeemt men roor p cono grootere waarde, b. v. 

0-' 

ïoo heeft men eeno liyperbola, welker halve eerste as is p , en «Ie uil- 

drukking der waarde van do haWe eerste as der OTereenkomslige ellips 
zal wezen : 



en dus kleiner dan ^_ -]- 3; ergo is, voorbij genoemde grens, de sngding 

der ellipsen en hyperbolen onmogeiyk. 

Deze conslruclie van lemniscaten, door gelijkvormige ellipsen en hy- 
perbolen, leert ook deze waarheid, welke vroeger, in ^ I, reeds door voor- 
beelden bleek : dat vele lemniscaten zeer onderecheiden kunnen zijn ïn 
vorm en afmeting, en nogtans nabij den knoop helzclfdo beloop hebben. 
Want alle lemniscaten, begrepen in do gevondene aequalie, zullen, zoo 

lang — dezelfde waarde heeft, ook dezelfde raaklgnen in den knoop, en 

dus aldaar hetzelfde beloop hebben, terwijl overigens vorm en afmeting 
van a,h,o afiiangen, aan welke men, in eiko volledige construclie, tel- 
kens eene andere waarde zal kunnen geven. 

Voor de gewone lemniscata wordt de constructie eenvoudiger. SloiL 
men namelijk a=^li , ci=^ ^ , zoo is 

waarvoor, vermits [o* : a*) eene verhouding is, kan geschreven worden 

(«»+?■)' = <<■(»'■-•/■). 

en de constructie komt alsdan hierop neder. 

Construeer, met eene willekeurige halve as p, eene gelijkzijdige hyperhola 

Cou- 
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Construeer eene parabola, hebbende cene gegevene lijn d lot parameter. 
Neem van deze parabola do ordinaat, hebbende p lot abscis, en beschrijf 
met dezehe, als radius, uit het centrum der gelijkzijdigo hyperbola, een 
cirkel; deze snijdt do hyperbola, in het algemeen, in vier punten, welke 
zullen zgn punten dor lemniscata van Bernouiiu. Want de radius van den 
cirkel is \^dp, en daarom do Tergebjkiiig van den cirkel 

a^^2 +!/^i = 'op- 
stellende nu in deze, en in do voorgaande Tergelijking, ii^ = x^ = x 

en ïi=i/ï = ï/> en eliminerende y , zoo komt juist do aeqnalio der 

bernouillaanscho lemniscata. 

Do overweging Tan bijïondero gevallen, overeenkomstig particuliere 

waarden van a ,b ,c , en zelfs overeenkomstig de tcetens, die zij zouden 

kunnen hebben, geeft stof tot uitbreiding (lezer beschouwing; doch het 

ligt builen mgn oogmerk, hierover meer uit te weiden. 



e. Door hel betoogde sub ïa en Sa wordt aangeduid de wording van 
lemniscaten uil of door middel van kromme lijnen. Thans zal worden 
aangewezen, hoe de lemniscatischo kromme lynen uit de sn^dicg van 
gebogene oppervlakken kunnen voortkomen, on wel, in do eerste plaats, 
hoc de lemniscaten kunnen beschouwd worden Ie zijn do projeciieÖn der 
doorsnijding van gebogene oppervlakken. Bij voorkeur, en om de reeks van 
beschouwingen niet te zeer te verlengen, zal hier tol voorbeeld genomen 
worden de snijding van oppervlakken des tweeden graads. Oppervlakken 
ïau hoogercn graad kunnen noglans evenaeer Jemniscalische snijdingen ge- 
ven; zonder van de snijdingen mei platlo vlakken te spreken, heeft men 
b,v. ook lemniscatische projeclicën uit do snijiling van eenig oppervlak des 
tweeden graads met een' kegel des vierden of eens hoogcren graads, hebbende 
eene lemniscala van de eerste, of van eene hoogere orde, lol rigllijn. 

G 2 Zii 
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Zij een kegel van deo tweeden graad, en, moer bepaaliielyk, een 
elliptische kegel. Men neme den oorsprong der regllijnigo coördinaten in 
het middelpunt; do abscissen-as langs de voorname wave as der kegelïlakte, 
en de beide andere coördinalen-assen langs de beide andere hoofdassen, 
zoo is de vergelijking van hel oppervlak ; 

bic^^\ ^ a^c^ij\ — aH'z\ = O, 
of 

a^ai\ — ^^y\ — /2\ — O (li) 

zynde a,b,c zoodanige getallenwaarden van lijnen, dal, als men op do 
as van x, ep gerekend van den oorsprong, een deel neemt ^=a, en den 
kegel snijdt met een plat vlak, gaande loodregl door de as van x en 
door het uiteinde van het deel a , de ellips, uit die doorsnijding onlslaan, 
tot voorname, of grootste en kleinste middellijncn hebbo Ignen, welker ge- 
lailenwaarden zijn 6 en c. 

Men denke ook eeno ellipsoïde, hebbende p ,q ,r tot halve voorname 
assen, p de grootste, r de kleinste. Het centrum deïer ellipsoïde zij ge- 
legen op de as van z, op een' afstand d van den oorsprong; do as 2p 
loope evenwijdig aan do as van iP , dat is evenwijdig aan de ware as des 
kegels, Pe vergelijking dezer ellipsoïde zal alzoo wezen; 

ï^r^(e\ -I- pV^^\ -h i)^q^{z^—dY = p"" q"" r' . . . (») 

Is nu de ellipsoïde zoo geplaatst, dat zij den kegel kunne snijden — 
en waartoe de betrekking, die er tusschen aiC,f,r en d moet beslaan, 
gemakkelijk gevonden wordt — alsdan verkrijgt men de vergelijking der 
projectie van de kromme lijn, volgens welke de oppervlakken elkander 
. doorsnijden, op het vlak xy, als projectie- vlak beschouwd, door, in de 
vergelijkingen, (ji) en (e), Xi=^(e^ = <c en ^i^^J/i^^y lo stellen, en 
daarna z te elimineren. Deze bewerking zal lot uilkomst geven: 
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-/.■[,3'?M"*'+''') +?■'■' (<'■-'■')]</'} (") 

«11 (leze is de algemeeiie aequatie der horizontaio projectie van de door- 
sngdings-kromme der ellipsoïde met den kegel. Zij heeft den atgcmeciicn 
vorm der ïergelij kingen van lemniscatische kromme lijnen der eerslo orde. 
Naar gelang d eene andere waarde heeft, zal de geprojecteerd o kromme 
ecoe andere figuur hebben, en het is liglelgk in te zien, dat deze figuur 
zal behooren tot twee dgr Torraen.van de cassinoïde, en óf uil twee af-, 
gescheiden ovalen zal bestaan, óf eene lemniscala zal zijn. Dit laatste 
is alleenigk bef geval, wanneer ééa der toppen van de as %r der ellipsoïde 
door bet middelpunt des kegels gaat; dus wanneer d^^r is, en alsdan 
wordt de vergel^king (47) die eener eigenlijke lemniscata, namelijk: 

Voor den rcgten ctrkelvormigen kegel is ct=^0, en voor dien, welks 
beschryvende Ign een' halven reglen hoek maakt met do as, is K;=|3 = y; 
ergo 

{,'{p'+r')^'-p'(,'~r'j,/-)'=,ir;'r'(„'-^,j') ..{48) 

De snijding van een' bol en elliptischen kegel zal, wegons j>=^=:r , 
geven ; 

{(''-h')':' + (y'-0')'j')' = i,-Vi«'^' -!!'•/-) ■ ■ (49) 
Is do kegel regl, zoo is « = /? , en 

{(«'+7>)a!'— («'—,>)!("}' = ir'«V(!c>—y') . . . (50) 
Is bovendien nog de hoek, tusschen de overslaande beschrijvende lynen 
des kegels, regl, zoo is cenvoudiglijk 

x^ = r^ {iB-— j^) . 

Hoezeer uit deze vergelijkingen blgkt, dat uit de snijding van een 

.elliptischen of cirkel vormi gen kegel wel kunnen ïoortkomen lemniscaten, 

G 3 van 
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van welke de raaküjnen, gaanilo door den knoop, loodrogl ep elkander 
slaan, zoo verkrijgt men in geen geval de lemniscata van Bernotitlli, Maav 
de snijding van een' Lol en kegel, in geval van dezen do zoogenaamde 
tophoek rcgt ia, loTerl ceno projectie op, welke is eene merkwaardige lem- 
niscata; want de laatst vorkregeno vergelijking is dezelfde als de vergelij- 
king (37) der lemniscata, over welke in § 1, sub C, gehandeld is, gelijk 
dan ook, in cono noot aldaar, de wording dezer lemniscata uil do projectie 
der doorsnijding van een' bol en kegel reeds is vortnetd. Doch het meer 
bijzondere, aan deze lemniscata toekomende, kan eerst Ie dezer plaatse 
worden opgemerkt, namelijk : dat zij is de projeclie eener spkaerische 
lemniscata, op de vooronderstelde tt>iJ2c cntslaan, en zich juist over 
de helft van het bolvormig oppervlak uitstrekkende, vermiis do halve 
as r der lemniacatischo projectie juist gelijk is aan den straal des bols, en 
dus juist is de projectie van een cirkel-quadranl. 

Men vindt eveiiwol lemniscatcn uiL eeno soortgelijke doorsnijding vau 
een kegel en cylinder, of uit dio van een kegel en van eene elliptische para- 
holoïde. Do snijding van eene eiüpsoïdo en van eene tweevlakkigc hyparboloïdo 
geeft tot projectie, op een der voorname middenvlakken, ovalen of eiron- 
den, met soortgelijke figuren oil den kegel verkregen, en met do ovalen 
van Cassini in verband slaande. Om do wording van geheel symmetrische 
lemniscatcn uit den kegel en den bol, of do ellipsoïde te vorklaren, was 
het ook noodig, eene der assen van do ellipsoïde of eene middellijn van 
den bol to doen invallen met eene der imaginaire assen van den kegel. 
Wil men evenwel do zaak uit een iilgemcener oogpunt beschouwen, en 
ook op schecve en on -symmetrisch e lemniscalen letten, koo moet men deze 
beperking uitsluiten. Doch hel opzeltcUjk onderzoek van de nu opge- 
. noemde bijzondere punten, gelijk ook de toepassing dor algeinccne formu- 
lon (8) en (9) op oenigo der bovenstaande vergelgkingen, b. v. (iS) en 
(50), wordt thans nagelalen, Met een enkel woord echter verdient nog 
melding gemaakt to worden van het ontstaan eener lemniscalische projectie 
van eene niet vlakko kromme lijn, verkregen door ds snijding van eene el- 
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lipsoïtle of Tan een' bol met een' cylinder, of ook zelfs bij de snyiiingïaa 
tweo cyliinler-vlakken. Indien h, v. eeno ellipsoïde of een bol door eene 
kogelTlaltfe gesneden wordl, is de kromme van doorsngding zelvo leranis- 
caCiscb, namelijk eene sphaerische lemniscata op den bol, of ceno conische 
lomniscata op den Itogol. Bij do snijding Tan een' bol en van een' cjlin- 
der, kan op geen dezer oppervlakken eeno lemniscalischo krommo lijn 
geboren worden ; naaar voor zekeren bijzondoren stand van het projeclie- 
vlak, kan de projeclie der kromme lijji van doorsnijding eene slrikvormige 
gedaante erlangen. 

Zij een cirkelvormige cylinder, licbbende een' radius r; hare as ga 
door den oorsprong der coördinaten, en do beschriJTcnde lijnen denkemcn 
evenwijdig aan hel coördinalcn-vlak icy. Zij ook een bol, wiens radiua 
is p; bet centrum zij, op een afstand van den oorsprong ^a, in de as^ 
gelegen ; zoo dan p is ^ a — r , Eal er snijding van den bol en van den 
cjlinder plaats grijpen. De krommo lijn van doorsnijding zal eeno gealo- 
tene kromme lijn weïen ; hare projeclio op het vlak a!z is eene lijn van 
den vierden graad; die op het vlak tui/ is eene parabola, of wel een pa- 
raboliachö hoog, en dus eene opene kromme Ign. Doch roen draage nu 
den cjlinder opwaarts,' zoodat zijne as, welke oorspronkelijk gerigt ware 
langs do as van iu, wei in het vlak xz blgvc, maar met do as a> een' hoek 
inako, van welke de gonio metrische tangens is t; hierdoor ondergaat de 
figuur der projectie op hot vlak xz geene verandering, maar die op hel 
vlak (Sy verkrijgt van lieverlede een ander beloop, en in zekeren hellen- 
den stand Tan den cjhnder zal dit beloop lemniscatisch wezen. Men kan 
zich hiervan, mot een weinig nadenken, liglelijk overtuigen, en de moge- 
lijkheid ook uit de vergelijking der projectie opmaken. Voor de aequatic 
van de cylinder-oppervlakte, bij den vooronderstelden hellenden stand der 
as, vindt men, 

tonvel de ai-'quatio van dcü liol is 
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Waaruit door eliminalio van z, na x^^3^2^=3:, J/i=J/2^y. s,=^s^=2- 
te hebben geateld , 

Dczo IS de \eigelijking der projtclie op hel \Iakj y, opddt zij, indion 
de ptojcctie lemniscalisch is, den vorm hebbe van de aigemceue acqualic 
der lemniscaten van do eersle orde, zoo moet Tooreersl da ooi'jptong dot 
coördinaten verplaatat woiden langs de as y, ui Toege, dat zi] kome in 
den knoop der kromme Kin, en ten anderen moet t, die nog onbepaald 
is, dq \oegzime waarde trlanf^en *oor het ontstain eenti sjmmetrische 
lomniscilischc projectie En men zief hglelgk, dat dit lesultaat kan ver- 
kregen wolden, wanneer men y^j/^^ (- « substitueert, en in de ontwik- 
kelde aequalie t en m zoodanig bepaalt, dat de coëfficiënten der oncvene 
raaglen van y en de geheel sland\islige leimcn \erdnijnen 



«B. Wanneer de snijding van eciie gcbogcnc oppervlakte met een 
plat vlak, eene lemniscalische projectie heeft, moet do doorsnijding zelve 
eene vlakke lemniscata wezen. Zoodanige oppervlakken, welker doorsne- 
den met eenig willekeurig plat vlak, of altijd, óf meestal, lemniscalisch 
zijn, zou men lemniscatische oppervlakken kunnen noemen, al waren dan 
deze doorsneden niet altijd van een eigenlijk gezegden Icmniscalischon 
Tovm, mits slechts met dezen vorm verwant. De omvventelings-oppervlakle, 
hebbende eene lemniscata tol beschrijvende lijn, de kegel- en cylindor- 
vlakken, hebbende eenige lemniscata lol rigtlijn, geven er, als van zelve, 
voorbeelden van. De lemniscalische oppervlakken van do eerslo orde zgn 
oppervlakken van den vierden graad, en onder deae komt, als merkwaar- 

dig 
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(lig voorbecliJ, in bijzondere aanmerking, de voelrivg {tóre). Dcnkl men 
eon'cirlie!, welks vlaU gelegen is in hel coordinaleo-vfak xy, en bet cen- 
Imm in de as van 3) , op ilen afstand a van den oorsprong der coördi- 
naten, en laat men dezen cirkel (hebbende een' radius =r) om de as 
van y omwenlelen, zoo is do vergelijking der voorlgebragte ringvormige 
üppcrvlakle 

{s=+5'+«>-|- «■-.-■]» = *»'(.» + »•■). 

Uc snijding van dit oppervlak met een plat ilak zal kunnen wezen 
oen ovaal, een ingedrukt ovaal, een koppel van ovalen, eeno Icmnisoata, 
een koppel van concenlrisehe of ook van niet concentrische, maar even 
groolo, cirkels, enz. Deze uitkomsten zijn te zeer bekend, om er opzettelijk 
aanwijzing van Ie doen. Ten aanzien der sngdingen, welke lijnen van den 
vierden graad opleveren, bestaan derhahe allo die vormen, welke tot de 
casainoïde bohooren. Ds lemniscalische snijdingen heeft men door elk snij- 
vlak, dat levens raakvlak is voor eenig punt van het convcx-concavo of 
inwendige gedeelte des rings. Is b, v. dit snijdend raakvlak evenwijdig 
aan de as van omwenteling, zoo ontstaat er ecno vols trek tel ijk symmelrisclie 
.lemniscata, van welke de vergelijking onder reglhoekige coördinaten, als 
dö oorsprong in den knoop is, zal wezen 

[^•-+,j')' - i»{.M' -(«-.■)!/'} (61) 

Deze lemniscata behoort derhalve tol de soort, welke in § I, subB, 2^^, 
is overwogen, en wellie de vergelijking (25) lot algemeene acqualïe heeft. 
En wanneer « = 2r, of ï'^=^« is, zal deze lemniscata overgaan in eene 
bernoüiliiaansche, hebbende « lot excentriciteit of aj/2 (ot halve assen. 

Hierbij is a^r voorondersteld; stelt men a = r , zoo heeft de ring 
geeue opening; het snijdend raakvlak is daarbg een vlak, gaande door hel 
middelpunt en door de omwentelings-as, derhalve een meridiaanvlak ; — 
de doorsngding bestaat uil twee even groole cirkels, die elkander uitwen- 
dig raken. De lemniscata kan dus overgaan in een stelsel van Iweo cir- 
kels, wanneer de heide leden van hare vergelgking quadralen zijn, of liever, 
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wanneer het iweede lid, zoowel als Let eerste, eene volledige iweede magt 
is. Men zou ook kunnen zeggen, dat de lemniscalischo gedaante meer en 
weer nabij de cirkel rormigo komt, naar gelang de boek, lusschcn do as 
en de cenlrale raaklijnen, meer en meer tot oen' reglen hoek nadert; of 
wel, twee even groole, elkander uilvvendig rakende cirkels kunnen aange- 
merkt wordon Ie zijn de strikken eener Icnmiscala, welker centraio raak- 
lijnen loodregl slaan op de waro as dor kromme, en derhalve in of langs 
elkander vallen. 

Men ïou deze beschouwingen kunnen uilslrekken, heizij om andere 
vormen van lemniacaten, hetzij om lemniscalen van hoogere orde te zien 
■voortkomen, door aan ie nemen, óf, dat de beschrijvende kromme lijn geen 
cirkel is, maar eene ellips, eene lemniscata of eene andere geslotene kromme 
Ign; — 6F, dat do beschrijvende kromme geeno standvasligo afmetingen 
heeft, b. v. een cirkel met afnemenden radius, zoodat de ring, aan de 
eene zijde van hot centrum, eeno grootste, on, aan do legen o verslaande 
zijde, eene kleinste dikte hebbe, enz. enz. 

De Toelriög is een omwentelingsligchaam ; de beschrijvende kromnio 
is een cirkel, en de rigtlijn mede een cirkel, in wolks omtrek het mid- 
delpunt der beschrijvende krommo steeds moet verblijven, terwijl het vlak 
der beschrijvende kromme voortdurend normaal tot do kromlijnige i'igUgn 
is. Blaar de rigtlijn kan ook elliptisch wezen, of eene andere geslotene 
kromlijnige gedaante hebben, terwijl de beschrijvende lijn, cirkelvormig, 
elliptisch, enz. enz. kan z^n, zoodat do snijilendo raakvlakken van deze 
anders gefigureerde ringen lemniscaten van zeer verschillend beloop zullen 
opleveren. Eveneens moet men lemniscatische snijdingen verkrygen, wan- 
neer do ring niet gesloten maar open is, gelijk een goot- of kanaal-opper- 
vlak, waarbij alzoo de rigtlyn wederom geheel willekeurig kan zijn. Zelfs 
kan, in een algcmeenen zin, de beschrijvende lijn ook open wezen; ware 
in dit geval do rigllijn geslolen, en b, v. een cirkel ()f eene ellips, maar 
de beschrijvendo lijn eene hypcrbola, dan zou de ringvormige oppervlakte 
eigenlijk eene eenvlatkige hyperboloïde zijn, en de lemniscatische sectie zou 
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uit ocD slelsoi van iweo regte lijnen beslaan, welke tevens de plaats van 
centrale raaklijnen zouden beklecden. Gelijk diis boven de terwanlscKap 
der lemniscala met don cirkel werd opgemerkt, blijkt hier wederom hare 
belrekking tol de regte lijn, genoegzaam zoo ala dil met do kogelsneden 
het geval is. 



Bgaldieii men zich ter beschouwing voorstelde do oppervlakken van 
deft vierden graad, dio lenaniscatisch zijn, en derhalve, door eenig wille- 
keurig plat vlak gesoeden zijnde, snijdingen zullen geven, welker vorm of 
beloop overeenkomt met den vorm der kromme lijnen, in § I overwogen, 
zou raen, geheet in overeenstemming met de beschouwing der oppervlak- 
ken van den tweeden graad, het onderzoek moeten bepalen lot die opper- 
vlakken, welker vergelijkingen begrepen zijn in de aequatie 

(a-w'-\-bhj^^c'z')^ =. „'>a>^^p'y^-\-y<'z^ .... (52) 
Ongetwijfeld zou dit onderzoek hoogst belangrijk wezen, en eene zeer 
ruime sloffe tot gewiglige en uitgebreide toepassingen der analysis opleve- 
ren. Hetzelve ligt evenwel builen mijn beslek, en ik vestig eeniglijk de 
aandacht op deze soort van oppervlakken, welker vlakke snijdingen óf lem- 
niscaten moeien wezen, óf kromme lijnon, die met do lemnisoalen verwant 
zijn. Zoo is, b. v. ,in geval «* = yS" , de voorname snijding in het coördi- 
nalon-vlak iey eene ovale kromme lijn, niet verschillende van do kromme 
in § I, sub A, overwogen. Zoo verre ik weel, zijn deze oppervlakken nog 
niet op eene algemeens en volledige wijze belraeht, maar wel kent men 
sommige oppervlakken van deze soorl, schoon niet bepaaldelijk als lemnis- 
catiseho oppervlakken. Ouder deze verdienl allezins genoemd te worden 
de oppervlakte, welker beschouwing van aanbelang is in de theorie der 
dubbele refraeHe, en door Fhesnël onderscheiden met de benaming van 
tlasticiteils-oppervlakte. De vergel^'king van dit oppervlak ia 
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de hoofdsQ ij dingen zijn "de leraDiscalische ovalen, M'elker puolen zijn de 
Toelpunfen der normalen, uit het middelpunt eener ellips op hars raaklij- 
nen getroltken, derhalve de zoogenaamde voetpiinten-liromme der ellip'i 
(§1, B, 1°). De voelpunten-kromme der byperbola — zijnde eene eigen- 
lijke lemniscata (§ I, B, -2') — kan eveneens worden verkregen, wanneer 
de bovenstaande vergelijking bescliouwd wordt als ecne algemcenc aoqualie, 
welke diensvolgens, in haar tweede !id, één of twee termen nact ccn nega- 
tief toeken kan hebben. En inderdaad kent aien ook dio vergelijking ala 
to behooren tot fenogcnaamde vost f unien-opper vlakken, welker punten na- 
melijk zijn de voolpunten der normalen, gelrokken dit hel middelpnnt 
eener oppervlakte van den Iweoden graad op de raakvlakken van hare 
punten, gelijk men zich daarvan, door eene eenvoudige berekening, kati 
overtuigen. Overigens verwijs ik naar twee geleerde veihandelingen, de 
eene (van vroegere dagleekeoing) door ViAca^R, oiGvh.üKgolven-oppervlaf<, 
voorkomende in hel 19 deel, pag. 1 — 44, van het Journal f ür die reine 
und angewandle Mathemütik, ailgegeven wordende door den heer CüitiK 
te Berlvjn, — de tweede, uitsluitend over de hier bedoelde voetpunlen- 
oppervlakken (en wel inzonderheid over dcrzolver qu-adralnur on ciibatnur) 
door den Italiaanschcn wiskundige ToRIOLiNi geschreven, en bekend )f<;- 
maakt in hetzelfde Jou?-nal, deel 31, pag. 12— 40. 



ü Indien mm j,et.dünd! om dt, woidin^j cciiei koiniiiCilx mec/ia- 
niuck II noemen, bjaldien zij ontstait door do beweging van ten puiil 
volgens zekeio wet welke kin vooitkomcn, heUij mt eene beiveging van 
regie of kromme lijnen langs kromme lijnen of langs geheimene oppervlak 
ken, hetzij mt de werl mg van krachten op ctn stoÜLljk punt, alsdii 
bestaan ei ook van deze soort van g"neiatie vooiheelden 

Men zou ondei die voorbeelden kunnen rtngachikken dit van de ver 
anderlt]ke bev^eging dor schaduw van het uiteinde dts slijls eens zonne 
wyzers hetzij op den middag, hetzg op een andei dag-uur opdat die 
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schiilu\> slenJi ! Pt oogciibliL nn mildelbarea lijd iin«yze. Van dag tot 
ilag ^eiaiidert de plails di.r schaduw Tan dien top en oTcr een gohecl 
zonnejiar gerekend, normen de^e schnduw cmden — telkens in de door- 
siiijdin^ lan ecno legle Iijn en ^in een der tikken eener iiyperbola gele- 
gen — de punlen dtr zou^emamde met idtaan-J>i omme lijnen, welko 
eene lemniscalische gcdiantc hebben, en tan nLlko men, met bebulp cener 
funclie Toor de lijds vereflcniiff <le lergclijkmg zou kunnen opmaken; 
nitac hel ïi\a I mniscaton md ongel jLc en on symmelnacho slviUken, 

Ais Tooibeeld der beschnjYing eenct lemmscala door de beweging van 
Len stoflelgk punl, kent m n ook dal bij hetwelk dit punl, onder do wer- 
knig der znaarleknchl, gedwot-genis, een krotnUjnigen boog Ie beschrijven, 
i!i den7.c!f<lt.n tijd, welke tooi de daling langs de kooide gcTordcrd wordt, 
Deze kromme lijn is do bcraojjiliiaansche lomniscala; maar hel is slechls 
oen hoog, die beschreven word!, en geensains do geheele- kromme lijn, door 
onafgebrokene beweging. In het %i deel, pog, 28, Tan hel Journal de . 
maihématiques pures ei a^pliquëes, door LiOüViLLE, wordt deze eigenschap 
der lemniscata vermeld, alsof zij gevonden ware door Fdss {SÏ'JmMres d.". 
l'Acad. de Si. PeUrsbourg, pour tann(fe J8S4), ik ïind nogtans in 
een engelach werk, Torschenen in 1842, en getiteld n ji collccHon of pro- 
» blems in illustraiion of the principles of iheorelioal mechanics, by 
»W|LLIAM Walton" (pag. 239), dat deze eigenschap was opgemerkt door 
don ilaliaanschen wiskundige Saxadini, en bekend gemaakt in de » 3ie- 
i) niorie deW Istituio nazionali IlaHano, Tomo I, parie £," (het jaartal 
wordt niet opgcgeïen). Ook is dezelfde eigenschap in mcev algemcciicu 
zin uitgedrukt door Bonaet, in hetzelfde aangehaalde deel van L!oijïii,lk's 
Journal, pag. il6. 

Bij do werking Tan ééne ccnlralo kracht kan de lemniscata van Ber- 
NOUILLI door onafgebrokene beweging beschreven worden, wanneer de kracht 
haar middelpunt hoeft in den knoop der lemniscata, en met een vermogen 
werkt, omgekeerd evenredig aan de zevende magt van den afsland lot het 
bewogen punL Ook dit is opgeteekend en verklaard in het genoemde 
H 3 werk 



y Google 



62 fl. J, VBRDAM, BIJURAei; Tol DE BESCH0DW1N& DER LEMNISCATEN. 

werk van Waltoï, pag. 190, En nog wordt er eene Jemniscala van Ber- 
irODiLLi beschreven, wanneer een stoffelijk punt, onderde werking van twee 
krachten, met eenparige snelheid bewogen wordt. Daavloe moeten do krach- 
ten werken in Iweo vaste miJdelpunlen ; zij moeten, op gelijke afstanden 
van het stoffelijk punt, een gelijk vermogen uitoefenen, hetwelk, voor elko 
kracht afzonderlijk beschouwd, omgekeerd evenredig is aan de eerste 
magt van den afstand; en de beweging van hel punt, mei eene gegevcne 
snelheid, moet aanvangen in hol midden van do lijn, welke de middel- 
punten der werkende krachten verbindt (zie hetzelfde werk, pag. 178). (6) 

Onder de lemniscalen van hoogere orde, dio eono mechanische wor- 
ding kunnen hebben, is eene soort van de tweede orde, omtrent welker 
beschrijving ik in eenige meerdere ontwikkeling wil treden, zoo om ten 
slotte een voorbeeld to geven, toepasselijk op lemniscalen eener andere orde 
dan de vroeger beschouwde, als omdat ook de wording dezer lemniscalen 
aan die van Bernouilli toekomt. Men kent deze wording uit de werking 
van een mechanisch orgaan, onder anderen in sloommachinen voorkomende. 

Zy AB of BAG {fig. 1) een hefboom, draaibaar om eene spil bij A; 
A'B' een tweede, hoogor of lager geplaatste hefboom, of eenvoudigUjk een 
arm, draaibaar om eene spil bij het uiteinde A'. Laat aangenomen wor- 
den, dat (Ie rigtingen dezer hefboomen in holzelfdo vlak zijn gelegen, dat 
de armen AB en A'B' even lang zgn, en dal, het vlak dezer hefboomen 
verticaal zijnde, de hoiizonlale afstand van derzelver draaipunten geiyk zij 
aan hei dubbel der lefiglo van elk der armen AB of A'B'; zoo dan dc 
hefboomen horizontaal gerigt zijn, zal de rigting van de lijn BB', door de 
vrije uileinden B en B' gaande, verticaal wezen, en invallen met eene der 
inwendige raaklijnen MN van do beide even groote cirkels, door do uit- 
einden B en -B' beschreven, wanneer elk der hefbooraon gedraaid wordt. 



(6) Zeer waaraohijolijk zal dit andere roorbeeld der beschrijying eener lemniscala/geieid 
liJQ uit eeae besohiijïing taq Eblïr, ToortoraendB in ïijoe Meehanicasivemotusieitniia, 
Tomo I, Prop. 92, Cor. !. 
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Done vooronders tellingen worden lot meerilero eenvoudigheid aangenomen; 
folslrekt iiuodzakeiijk is zulks niet. 

Men denke verder de uiteinden B en B' gekoppeld door eene slang 
BPB', hebbende ecne lengte, gelijk aan den Tcrlicalen afstand der draai* 
punten K en A'. Deze koppeling hebbe plaats door middel van spillen of 
scharnieren bij B en B', zoodal, als b. v. de hefboom AB op- of neder- 
gedraaid wordt door den boog BD of BE, deze beweging kunne gevolgd 
vtordcn door de koppelstang BB' en den urm A'B', dio daarby verschü- 
lendo standen zulten aannemen, van welke de beide uitcrslc in de figuur 
zgn voorgesteld bij DD',>D'A' en EE', E'A'. Is nu P het midden der 
koppolslang, en zijn de bogen BD en BE van geeno vee! grootere uitge- 
streklheid dao van ongeveer 18 of 20 graden, zoo blyft het puntP, slaande 
den op- en nodergang der hefhoomen, genoegzaam in de rigling der raak- 
lijn MN, en met do afwisselend cirkelvormige beweging van den hefboom 
CAB , wordt alzoo, zeer nabij, eene afvTissclend regllijnige beweging verkre- 
gen van het punt P, en dus ook van eenig werktuigelijk deel (b, v. eener 
pompslang, enz.), dat, bij P, met eene spil, aan de koppelstang BB' iriogt 
verbonden zijn. De arm A'B' is hier dus eene zoogenaamde trehstang, 
welke dient om de koppelstang BB', bij de beweging van den hefboom 
CAB, voortdurend zooveel lorug to trekken, als noodig is om te voorko- 
men, dal het midden P merkbaar van do verticale rigtiug afwijke. 

Op grond der werking van dit eenvoudig zamenstel berust de inrigting, 
door James Watt aan de balansen van zijne verbeterde stoomwerkluigen 
gegeven, om, mei tusschenkomst van een zoogenaamd scharnier-parallolo- 
gram, de afwisselend draaij'ende beweging eener balans Ie ontkenen van 
de op- on uedergaando beweging eener stooni-zuigerstang, zonder dat dejie 
merkbaar afwijke van de zuiver regllynige rigting, noch eene Ie nadeelige 
trillende beweging (door de afwijkingen aan wederzijden van de regio lijn 
veroorzaakt) erlange. Watt maakte op eene vernufligo wijze gebruik 
van dit middel; het behoort hem nogtans uiel, maar was reeds vroeger 
bekend geweest, en ter beweging van slangen bij pompwerken aangewend. 

Het 
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Hel is overigens onnooiüg, om nader Ie veiklaren, hoedanig dit mechaniscti 
urgaan in de zamcnstelling van hot stoommachinen-jiarallelogram vnorUomf, 
ook al ware de inrigtiog niet zeer bekend, noch in geschriflen over, of iii 
beschrijvingen van sloomwcrktuigen, onialandig aangei\ezcn. 

Gelijk gezegd is, zal de beweging van hel punl P siechia nabij rcgt- 
lijnig wezen. Draait men den hefboom CA.B verder en verder op of ncór, 
zoo wijkt P meer en meer van de lijn MN af, en do beweging 'zoo verre 
uilslrekkende als mogelijk is, zal P eena sjmmelrische lemniscala beschrij- 
ven, hebbende haren knoop in het pont, alwaar AA' ea BIN elkandei- 
Bngdcn, dat is in het inwendig gelijkvorniigheidspunt der beide cirkels, 
door E en B' bcsciireven, en alwaar V zich bcvindf, bijaldien do rigtingen 
van'beido hcfbooimon of araicii AB, A'B' evenwijdig loopen, zoo a!s de 
figuur voorsleit. De as dezer leiisniscata staal loodregt op de niiddelpniils- 
lyn AA', en de lyn IWN is éétio der centrale raakiijncn. Het punt P be- 
schrijft dus eigenlijk dat gedeelte van een' lemniscatischen boog, hetwelk, 
aan wederzgden van den knoop der kromme lijn, weinig van de centrale 
raakliJD afwijkt, en vermits in sommige lemniscaten dezo afwijking niet 
zeer spoedig aangroeit, zoo is daarin de reden gelegen, waarom men, voor 
gecno to ïer uitgestrekte op- en noórgangen der hcfboomcn, do beweging 
van hel punl P genoegzaam regllijnig kan achten ; moelende de grenzen 
van dio uitgestrektheid bepaald worden overeenkomstig do belrekkelgko 
lengten dei hefbooraen en dtr koppiKlanjr 

Meetkundig vooi^esltld, komt het ondiizoek neder op de bepaling 
der kromme Ign, heschtcven door het midden oener rcglc lijn van bepaalde 
lengte, welke verplaatst wordt tusschun de omtrekken van twee even groote 
Cirkels, zoodat hare uitundeii steeds m dezo omtrekken verblijven. Het 
IS duidelijk dat dit problenn slechts een zeer bepaald gcva! insluit van een 
meer alïi.re'ecn wLilisluk, bij hetwelk de enkels A enA', benevens de regio 
lijn BB, door kromme lijnen (dif leilsi ntct vlak behoeven lo wesen) wor- 
den vervangen, en bet punt P ceni^ wiüekenng punt der bewogeno kromme 
li]n IS OfK 11 den miei beperkten zin vin cirkels en regie lijnen is 
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hel voorgesteld problema niet algemeenst; daartoe 2ou men moeten aan- 
nemen willekeurige lengten voor do hcfbooms-armen AB , A'B',eenG wil- 
lekeurige plaats voor het bescb rijvende puiil P der koppelstang, en zoodanige 
verwijdering der middelpiinlen A en A', dat, in den evenwijdigen aland 
de/ heftiooin/ of der armen AB , A'B', de rigting derkoppeSstang BB'geene 
raaklijn tot de beide cirkels ware. Voor bet tegenwoordig oogmerk wordt 
evenwel alleenlijk het nu laatslgenoemde gedeelte der meer algemecne voor- 
onderstelling aangenomen, zoodat AB = A'B', BB' willekeurig, maar P het 
midden van BB' zij. 

Laat {fig. 2) de lijn XX.', loodregt door hel midden O van de lijn 
AA' der middelpunten getrokken, als abscissen-as worden aangenomen, en 
ailzoo de onbepaalde Igu YY', op welke deze middelpunten üggen, als or- 
dinaten-as j zij OA = OA' = «, AIS=A'B' = )-, en do lengte dec kop- 
pclstang BB' = 6; in eiken stand der Ignen AB , A'B' en BB' moeien 
derhalvo do coördinaten OQ = ai en PQ=^y van het midden P der lijn 
BB' bepaald worden; zoo rnen de coclrdinalon van B noemt Oa= a-j , 
aB=)/j , en (overeenkomstig den in do figuur voorgcslelden stand der 
Üjnon) die van B' , Oa' =^ — x^ , B'a' = — y^ , zal vooreerst de plaats 
der punten B en B' bepaald wezen door de vergelijkingen der beide cir- 
kels, te welen door 

«\ +(«-ï/i)' ^'■' (") 

■'^% + («+yO' = ''' m 

Ten anderen heeft men do voorwaarde BB' = 6 door de aequatie 

(»,-»,)'+(■/,"</>)■" =*' (y) 

En in de derde plaats 

Oq^a! = ^(x^^x^) {d) 

rQ=y-l-(yi + ï/.) (^) 

Eene vergelijking tusschen x en y , dat is do vergelijking der lemnis- 
calischo kromme lijn, zal men hebben bij de eliminatie van Xi ,y, , !0.. ,y^ , 
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uit deZe vijf Tergely kingen. Op hel eenvoudigst gecaakt men daartoe uj» 
deze wijze: neem het Terschil van («) en (/3}; suhslilueer daarin do s^^-i.i- 
den van (a-i — a^,), (iCi-l-ü;,), (ï/i-l-y,), afgeleid uit (7) , (^) , (^ , z™ 
komt men tol; 

Keem de som Tan (7) en èa. der tweede maglen -van {s) en (e); trek er 
van af de som Tan («) en {(i); los uit dit Tcrschi! (^j — ij^) ö[i, en sub- 
slilueer de waarde in (ï), waardoor men Terkrggon zal; 

= i/M8«'-[&'+4(«^— ^=)-!-4(^^-|-./)]i^ .... (53) 
Deie is do Tergeiijking der leniniscata, zijnde ecne lijn Tan den zesden 
graad, of eene leraniscala van do tweede orde. Men kan deze Tergelijkinsr 
ook brengen lot den Torm: 

= 16a=^fl!^ (t^D^— (4aï-— 6^)1/^) (54) 

welke meer overeenkomt mei den vorm der vergelijkingen van de lemnis- 
caten der eerste orde. Stelt men O als pool, on de polaire coördinaten 
p en qu, en verder tol bckorling 

A = ii + 4(aï— r^), 
zoo is de ontwikkelde pool-acquatie 

16p*-{-{8A.— 64«ï«»i.>}p^ = 16n^6^— A^— 64aV*«ïn.ï(p . (55) 
Wanneer men in de vergelijking (54) se standvastig aanneemt, zal 
de ontwikkelde aequatie zijn eeno derde-magls-vergelijking van den zes- 
de-inagls-vorm ; twee der worlels zullen onbestaanbaar wezen, en de 
bestaanbare wortel i/^ zal twee gelijke maar tegenovergesleldc waarden 
van j/ doen bekend worden; bovendien wordt i/=0 voor x-=^^ en 
fl;=^±l/()'^ — (a — ï^)^}i ^n tusschen deze grenswaarden van (ü is j/ 
steeds bestaanbaar, maar onbestaanbaar Toorbij dezelve; en hiernit kan met 

tjrond 
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"lomi tot den symmelrischen lemniscalischeri vorm der kromme besloleu 

worden. Diit de Uromme wezentlijk lemniscalisch, en, ten opzigte dei 
beide lijnen XX' en TY', symmelrisch is, woi'dt nogtans gemakkelijker uit 
de poolvergelgking (55) o[)gemaakt. 

De lemniscala verkrijgt andere vormen, of de vergelijkingen (54) en 
(55) leveren stoffo op lot meer of minder belangrijke 0|in)erkingen , naar 
gelang der bgzondere betrekkingen tuüschen de parameters a,b en r. 

1". Zoo lang b, v. de lijn BB' korler is dan de jfsland der middel- 
punten, dat is, zoo lang ó<2«, besiaat er voor de hoeken OAB en OA'B' 
een maximum, voorbij hetwelk geene beneging der alangen mogelijk is. 
Van af die grens moet do beweging in den tegengestelden zin plaats grij- 
pen, en van Jieido de armen AB,A'i5' worden alsdan ook de hoeksbowe- 
gingen verwisseld. De beschrevene lemniscata zal daarby steeds zoodanig 
gerigt wezen, dal hare as invallo met de abscisscn-as XX'. Maar wordt 
b'=2a, alsdan kan elk der armen den geheelen omlrek van den overeen- 
komstigen cirkel rondgaan; do as der leraniscala valt daarbij langs de as 
YY', en de lemniscala zelve wordt van eene lagere orde, te welen van de 
eerste orde, en verschilt ook niet van die, welko uil do gewone hyperbola 
oorsprong neemt. 3Ien kan dit uit do vergelijkingen (?) en (54), of ook 
uit (55) opmaken. De vergelijking (54) b. v. wordt, in do vooronderslel- 
ling van b^ = ia^, volkomen cjnadraat in hel tweede lid, en na den wor-' 
lel fe hebben getrokken, vindt men bij verdere eenvoudige herleiding 

Daar nu met hot hovenslo leeken de vergelijking tot een' cirkel be- 
hoort, en zulks wel mogelgk is en ook moet, als de armen A8 en AB' 
sleeds lo gelijk aan dezelfdo zijde van YY' blijven (zoodal zij voortdurend 
parallel blijven, gelijk alsdan ook BB' evenwijdig blijft aan YY'), maar in 
strijd is met de vooronderstelde legcngesleldo rigting en beweging dier ar- 
men, zoo moet in het tweede lid der voorgaande aequatie het onderste 
teeken genomen worden, en de eindvorgelijking wordt daardoor 

I 2 (.,. 
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nelke vergelijking, bij ver wisseling <lcr coördinaten iC en i/, behoort lot 
eene leoiniscala der cersle orde, welke is de zoogenaamde voelpnnlen- 
kromme der gewone hjpeibola (vergelijk §1, B, 2°. aequatie (25)), heb- 
bende r en v'{*«^ — »*') lot halte ware en onlicslaanbare assen. De as 
der temniscata zal dus = 2r wezen, en do tangenten, gaande door den 
knoop O, zulten met do as ccn hoek maken > 45", zoo lang de cirkels A 
en A' elkander niet snijden, of ook, bijaldien zij elkander sngdcn, zoo lang 
.'>ir" i.. 

2". Wordt Aa"^ ^=2;'^ , of «^ ^^r^ , zoo gaal de lemniscala over 
in cene bernouilliaansche, hebbende 2r tol aa en de middelpunten A en A' 
der beide cirkel^ lot brandpunten. Deze beide cirkels moeten elkander, in 
dit geval, zoodanig snijden [fig. 3), dat do lengto der gemeenschappelijke 
koorde BB' juist gelijk zij aan don afstand der middelpunten A en A'; 
want alsdan ia OB ^ OB' = OA =0A' = a , en dus 2.0A^=AB^, of 
2a» =r^ (7). 

Indien AB , A'B' , BB' een zaraenslel van slangen ware, om, uit eeno 
afwisselend cirkelvormige of draaijende beweging, cene afwisselend op- en 
neergaande of heen en weêrgaando beweging af te leiden, of omgeke.erd, 
zou de regllgnige beweging gerigl moeten wezen langs de lijn CG', doe- 
lende den regten hoek AOB midden door. Om goede redenen heeft men 

bij 



(7) Hieruit To]gt derhalve eene ooDstruolie, loowel der bernouilliaansche lemniaoatn, ali 
van die, uelker punlen iijn de projectrfén Tan het centrum eenet ongelijltïijrlige hyperliola 
op hare raaklijoeo. Voor de «ilTOering is zij geenazina de doelmatigste, doch lij ia merk- 
waardig, als verkregen ivorJeiide door eeoe onafgebrokeoe beweging, en onathanbelijk Tan 
de Toorafgsande constructie eenec hyperbol». In deïCn lio is over de constructie dier beide 
lemnisoilen reeds gehandeld, io het Jrckiv der Sïalhemaiilc anrf Phyaik, herausgege- 
ben von 3. A. Gbdbert, Professor sii Greiftwald, Theil III, Seite iOO, en Theil 
nu, Sei/e SO. 
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bij sloommaciiinen van zoodanig zamenstel weinig gebruik gemaakt; — 
meestal bepaalt men den stand der cirkels zoodanig, dat zij clliander niet 
sneden, en zelfs niet raken. Vroeger lieeft men zich evenwel Lij sommige 
sloomwevklutgen — of ook bij «orkluigen, door eenige beweegkracht ge- 
dreven, en bestemi! om pompen Ie doen werken — van een zamenstel 
bediend, veel overeenkomst met hot hier bedoelde hebbende, om eene op- 
en neergaande beweging uit eene aanhondend rondgaande beweging te ver- 
krijgen, wanneer de afwijkingen van de regllgnige rigting geen nadeel aan 
de uilwerking konden toebrengen (zie b. v, Lxsz el Bèiancourt, Essai 
sur la composition des machines § Vil, (S, 7') Plancbe 11). 

3". De vergebjkingen (54) en (55) verkrijgen ook nog eene meer 
eenvoudige gedaanle, wanneer b, a ca r zioh zoodanig verbonden, dat, als 
in don cvenwijdigen sland, dor armen Kb , A'6' {fig. 2) de verbindingslijn 
èè' door den knoop O gaat, deze Ign tevens eene raaklijn tot de beide 
cirkels is. Daarloe moei (l^y -\- r^ = a'' , of ó* = 4(a* — r^) wezen; 
doch veelal is dan ook nog in de toepassing (JigA) b^:=r, en dus 
oi^=;f r^ , De vergelijking (54) wordt daardoor, na divisie met 4, 

(2(,^^+,/)^ -h^=(^-^-4,/)Jï = 5r*.r= [x^—iy^); 

zoo men deze ontwikkelt, alsdan don term j-^ (a;^ — ^y'')' in het tweede 
lid brengt, nogmaals door 4 deelt, en bij de termen, in het tweede lid, 
voegt r^x^y^ — ï-^fc^y*, komt er eene aequatie, deelbaar door (ik^+ï^)> 
en hot quulient is 

(,«<+5>) [(«>+,/)= +r-(.»'-45>)}_H(,t>-4s') . .(56) 
en de poolvergelijking wordt 

f' -l-i-'(l— 5si».>ip)p" —.••(l_5rii!.= f), (5J) 

1)1, beknopter, 

1—5 sin.' 



r' (r>-,.) 

■ ial steeds grooter dan p wezen, en de hoek tussclren de as en de cen- 
I 3 irale 
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i^a^e raaklijnen kleiner dan 30°, De roUlrekte grootste naarde Tan p vindt 
men door p^ , en nel door deze uitkomst : Koo men het vierkant r^ van 
'len slraa! des cirkels in uiterste en middelste reden verdeelt, ïa! do inhoud 
Tan den groolsten der Iwee regthoeken, dat is der Iwee deelen van r'^ , 
gelijk zijn aan den inhond p* van het vierkant, op do halve as der lem- 
niscala beschreven. En van den hoekj lusschen de as en de centrale lan- 
genlen, is do voUlrekle waarde zeer nahij 26° 34'. 

4°. Voor het geval^ dat laalslgenoeinde hoek ib" bevatte, zou du 
overeenkomstige Icnmiscata meest met die van Bcrnouilli moeten overeen- 
komen. De vraag is, welke betrekking meet daartoe lusschen b en r be- 
staan? fooreersl moet de onderstelling van het voorgaande geval ook hier 
aangenomen worden, te welen 6^^4(«*' — ■»■*); — allhans eene andere 
vooronderstelling, in plaats van dezelvo, zon eerder iels willekeurigs inhou- 
den. Ton anderen leert de vcrgelyking (55) eeno grenswaarde vdtH sin.^ (p, 
wanneer p=: O wordt; elclt men dcïc waarde, voor qi ^: 45", = |- , en 
substitueert men daarin a^ =:»'^ -j- -^ &^ , zoo komt i=2/'. Zullen alzoo 
do centrale tangenten der lemniscala, door hel punl P (Jïg; 1) beschreven, 
loodregt op elkander slaan, of halve regie boeken met do as der lemnis- 
cala maken, zoo moet de koppelslang BB' = 6 eens zoo lang wezen als 
elke der gelgke trekstangen AB of A'B'. Ergo zal dan BP = AB zijn; 
dus hoek APB = 45''; waaruit dus voortvloeit dit bijzondere, dat de ccn« 
trale tangenten der lemniscala ook juisl zullen wezen do inwendige raak- 
lijnen van de beide cftkels, door de hefhooms-cinden B en B' om de vaste 
middelpunten A dn A' beschreven. Deao bijzonderheid beslaat niet Lg het 
voorgaande geval, als h^r is; want BB' = AB zijnde, is BP = ^AB; 
derhalve is hoek APB = 60'', en zijn complement BPX=30'', terwijl de 
hoek, Uisschcn de as der beschrevene lemniscala en de centrale tangenten 
niet ia 30*, maar %eer nabij 26" 34'. 

Voor hel onderwerpelijke geval van !)^2r , en «^ = 2»-' , zal nien 
nit (54) en (55) voor de vergelijkingen der lemniscala vinden; 
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{^■' + y'){{^'-\-y'y-h^r^^'~y')) = ir^^^~-y') . . .(58) 

pi _[_ 4^2pï COS. 2(p ^= 4»'* COS. 2(j) .■. (59) 

De halve as (Jezer lemmscala is dus, eveiimin als die der Icmniscatii 
van het vnorgaande geval, gelijk aan den radius r der cii'kels; hare \oi- 
slreklo grootlo is =r\/2(\/2 — l) = 0,9096.r. Bijaldien men derhalve, 
tussclien dezelfde centrale tangenten, ecne bernouilliaanschc lemniscala con- 
strueert, hebbeado r tot halve as, zal de hier ovetwogene lemniscala van 
do tweede ordo geheel en al binnen de lemniscala van Bernouilli gelegen 
zijn: haar beloop, in do nabijheid van den knoop, zal dus eenigzins spitser 
wezen, dal ia spoediger van de rigtingen der raaklïjnen afweken, dan bij 
de bernouilliaansche lemniscala plaats vindl. Noemt men, op de rigtingsn 
der voerstralen p, de lengte der voerstralen van do bernojBilliaansclis lem- 
niscala R , zoo is R^ =;r^co4. 2cp, ergo kan men, ingevolge de vergelij- 
king (59), stellen 

p* 4-4p^R^ — ir^Rï = , 
of 

■^"-ïF^ '™' 

ïgöde eene niet onhclangryke belrekking, tusschen de hoegroolhcden der 
eveneens gerigle voerstralen van de beide weinig verschillende lemnisealen, 
en van welke, onder anderen, voor de rectificatie van do hier bedoeldf 
lemniscala der tweede orde, gebruik gemaakt zon kunnen worden. 

De onderstelling van 5 = 2r kan nog in een ander geval genomeii 
worden, zoodat do beschrevone lemniscala is van do eerste orde, maar de 
l^*n BB' kan daarbij nimmer raaküjn van de beide cirkels wenen. Dil geval 
heeft plaal9 als men a =^ r neemt; do beide cirkels raken elkander als- 
dan, en & nu =^2r stellende, dat is 6t=2a, verkrijgt men wederom ceiu; 
lemniscala, met hare as langs de middelpuntsl^n AA' gerigt, klaarblijkeiijk 
zoo als in het eerste der vier overwogene gevallen, en veroiils de lialvv 
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as der lemiiiseala ook nu nog ^^ r , dat is = a is, zullen hare tO|ipen 
zijn de Leido middelpunten A en A'. 



n t 1 pn k g 1 1 i 
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dj 1 d 1 Pl 1 n BB 

1 Ijk f I 

d 1 g n AB AB AA BB M! d H m 

b. T. oan, dat bij do evcn^Tydige ngtmg der armen ABenAB — werke- 
lijk voorgesteld in do figuur, — - do rigting der koppclslang BB' invalt met 
de cïereenkomsligc inwendige raaklijn der beide cirkels, zoo is hel snij- 
punt O met de middelpunts-lijn AA' tevens het inwendige gciyitvormigheids- 
punt dor beide cirkels, on in dit punt wordt de lijn BB' gedeeld in de 
regte reden der stralen AB en A'B' . Makendo derhalve, B'P = BO, zoo is 
■ P het punt, in hctvrelk de verdeeliiig van BB' in do omgekeerde reden 
van do slraien AB en A'B' plaats vindi: dit punt der koppelslang zal dan, 
bij eeno niet zeer uitgestrekte afwisselend draaijende beweging der hefboo- 
men, genoegzaam regtüjnig 'heen- en weer- of op- en neergaan, en dit punt 
zal dcrbalïo ook het beschrijvende punt der lomniscala wezen. Wegens 
BO =B'P , is er een sland der hcfboomen of armen, bij welke de rigting 
BB' nogmaals door het punt O gaal, ïoodat levena P zich in O bevindt; 
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de Icmniscala zal derhalve ook door het puiil O gaan, en O zal hare knoop 
wozeD, Men ni06t daarom, bij hel bepalen der vergelijking van de kromme 
lijn, den oorsprong der coördinaten niet op het midden van AA' nemen, 
maar in het inwendige gclijkvormigheids-punt der beide cirkels. Met gelijke 
cirkels is dit eveneens het geval, maar uithoofde van die gelijkheid ligt 
hel gel^kvorroigheids-punt juist op het miifden der miiïdelpunlslijn. De 
vorm dezer vergelijking zal lo eeneraaie verschillen van dien der verge- 
lijkingen van de boven beschouwde lemniscalen, want de lemniscala heeft 
hier ecne geheel andere gedaante; hare strikken zijn wel symmetrisch len 
opziglo van do as YY', maar geenszins len opzigle van de as XX'; deze 
slrikkcn zijn scheef; er zijn geene evenwgdige koorden, welker midden- 
punten op eene regie lijn gelegen aijn ; de lemniscata heeft daarom geene 
- eigenlijke ware as, of liever hare nare as is kromlijnig. Het een en ander 
kan uit do figuur worden opgemerkt, in welke de kromme Ign voor het 
geval van A'B' = 2AB is geschetst; men ziet bovendien, dal de inwendige 
raaklijnen der beide cirkels raaklijnen zijn tot de punten P en P' der 
lemniscala, en dat de kromme lijn, aan wedcrz^ilen van deze punten, zeer 
langzaam van de regtlijnige rigling dezer raakl^nen afwijkt, zoodaf, als de 
arm AB, boven en onder de rigling CABD, bogen van geene groote uit- 
gestrektheid beschrijft, het punt P ook zeer nabij in eene rcgte lijn zal 
heen en weer gaan. 



% lïï, 



Hetgeen ik my voorstelde te ontvouwen over kromme lijnen, die eea 

juislen, een eigenlijk gezegden lemniscalischen vorm hebben, is in de beide 

voorgaande § § begrepen, Ik kan evenwel niet nalaten, len slotte nog van 

IC eeni- 
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eenige andere kromme lijnen te gewagen, welke, óf door vo n on 1 
trekking tot de lemniscalen schijuca te hebben, óf \\'Glker Ijl a 

met die der lemniscaten Tan de eerste orde min of meer vei nl j ï 
tot welke men, bij ccno beschouwing der lemniscaten, als Tan z ] g la 1 
wordt, en door welker onderzoek men lot enkele belangrijke uitkomsten 
geraakt. 



a. De eigenlijke lemniscaten yan de êerslo orde ïijn kremmo Ignen, 
die steeds dezelfde punten -Tan overeenkomst hebben. Zij bestaan uil twee 
gelyke en gelijkvormige strikken, symmctriscb ten opzigte van twee lood- 
regte assen ; zij hebben ecne regtlijnige as, op welke twee toppen der 
kromme l^n aanwezig zijn, en in het midden een' knoop; van do toppen 
zijn de raaklijnen loodcegt op de as gerigt; door den knoop gaan twee 
raaklijnen, makende met de as scherpe hoeken; zg hebben ook dezelfde 
algcmeene wording, en haro Tergelg kingen zijn begrepen in dezelfde alge- 
meene vergelijking. Niettemin kan men velo eenvoudige en verschillende 
constructieën bedenken, door welke kromme lijnen verkregen worden, in 
vorm aan de lemniscaten nabgkomendc, hoezeer zij geenszins lot bet ge- 
slacht der lemniscaten behooren. 

Men denke b. v. een' cirkel, neme eene middelign als as aan, en 
Irekke stralen, die den omtrek in zekere punten « zullen sneden; uit deze 
punten late men loodlijncn afl op de as neder, en brenge deze loodl^'nen 
met cirkelbogen, uit do punten « als middelpunten beschreven, op de 
eerstgenoemde stralen over, dat is elke loodlijn op dien straal, uil welks 
einde zij is nodergelatcn. Deze constructie, in allo vier qu ad ra nt en her- 
haald, geeft op do gozamenlijko stralen eene reeks van punten, uitma- 
kende de punten van een kromlijnig beloop, dat in zeker opzigt lemnisca- 
tisch kau genoemd worden. 

Het bijzondere van dit beloop ligt daarin, dat het schier op eene 
tegengestelde wijze bestaai len opzigle van bel beloop der lemniscata van 
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BernouilH. Indien men deze laalslo, bij den knoop, in twee hoUtea scheidt, 
en dezelve alsdan, zonder omkecring, van plaats vcrwissoil, zoodal de top- 
pen nu bg liet centrum, alwaar eerst do knoop was, in aanraking komen, 
en de boido hoeken of spitsen van den oorspronkelijk en knoop nu toppen 
worden op dezelfdo lijn, welke ook eerst de as was, dan aal men genoegzaam 
den vorm hebben voorgesteld van de kromme lijn, welker constructie zoo 
eren is opgegeven. Zij is dus, aU het ware ecne lemniscata met spitse 
toppen ; de raaklijnen, tloor deze toppen gaande, maken ook, oven als do 
centrale raaklijnen der bernouilliaanscbo lemniscata, halve regie hoeken mot 
de as, maar door den knoop zal nu slechts ééne raaklijn gaan. Overigens 
dient de vergelijking van don vorm der kromme lijn met dieHj welke, op 
voorzegde wijze, door middel eener bernouilliaansche lemniscata, zou kun- 
nen verkregen worden, alleenlijk tot opheldering of begrip der uitkomst van 
da constructie; want er moge overeenkomst bestaan ten opzigto der rig- 
ting van do genoemde raaklijnen, do ligging der punlen is toch met be- 
trekking tot de assen zeer verschillend. 

De poolvergelijking der kromme lijn is 

z^ndo a de halve as en r de voerstraal. De vergelijking onilev orlhogonale 
coördinaten is van den vierden graad. De inhoud en de omtrek worden 
gevonden in bepaalde fiinctiën van r of van f , maar voor hel togenwgor- 
dig oogmerk geven zij geene aanleiding tol belangrijke opmerkingen. 

Men kan dezelfde constructie herhalen in eenc ellips, hebbende a en ö 
tot balve assen. De poolvergelijking der voorlgebragle kromme Ign zal 
wezen 

j.2 ^ a"-6^{\— Sin. cp)^ 



onder regthoekige coördinalen is hare vergelijking van den achtsten graad 

met termen, die allen van evene afmeling zijn. Op dezelfde w^zekanmen 

K 2 mei 
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met clkc geslolenQ kromme Kjii te werk gaan, de lemniscatcn zelve niet 
uitgezonderd. 

Hcn^kan ook, in eene oDips, of eiken ccnlralnn ïoerstraal, en wel 
TUR af hol middelpunt, — en niet Tan den omtrek, — overbrengen de 
projectie van den voerslraal op de as a of op de as b. Werkte men op 
cRn' cirkel, dan zou men in elk quadrant een balven' cirkel verkrijgen, 
en door de volledige constructie zouden derhalve ontslaan twee rakende 
cirkels, begrepen in dezelfde vergelijking r ^^^-iz acos.-^ . Bij eene ellips 
ontslaat ecbter gecne zamenvoeging vun twee ellipsen, maar eene Terbin- 
ding Tan Iwce OTalcn, begrepen in do vergelijking: 

a'-^. sin.^ <fi 4' ^^- ces. ^ ip ii'^ -\~ a^. tang,"^ tp 

en de strikvormigo kromme, uit de vereeniging dezer twee ovalen bestaan- 
de, zal, even als de lemniscaten, dio in § I zijn overwogen, tot de lijnen 
van den vierden graad beliooren. De rectificatie-formule is afhankelijk van 
een irrationaal polynomium vau den achtsten graad, zonder dat de vorm 
door symmetrie cenigzins belangrijk is. De Tergelijking der kromme heeft 
eenigo overeenkomst met de algemeeno vergelijking (3) dev lemniscatcn van 
de eerste orde, zijnde het onderscheid alleenlijk gelegen in do afmeting 
TQU den noemer der gebrokeno uitdrukking, welke het tiveede lid der ver- 
gelijkingen is. Ook op nog zeer vele andere wijzen kan men, door het 
overbrengen van zekere lijnen op do centrale voerslralen eener ellips, of 
eener andere symmetrische en in zich zelve nederkeerendo kromme lijn, 
tot vormen van kromme lynen geraken, die met den lemniscatischen vorm 
eenige overeenkomst hebben ; maar het onderzoek is van een te gering 
belang, om er langer bij te vertoeven. 
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6. De wiskundige Serret knam, bij do beschouwing van de recli- 
ficatie der gewone lemniscata en der cassinoïde, op het denkbeeld der 
behandeling Tan do meer algemeenc vergelijkingen : 
r™ ;= fï™ . cos, m (f ^ 
)-ïm — 2a'^r^ .cos.mf + a^™^ J*"" , 
inhoudende de bijzondere vergelijkingen van lemniscalen en casainoïden van 
hoogere orden. Bij do inleidende beschouwingen (§1, hier voor) is ook 
opgemerkt do nog algcmeencro vergelijking (6), welke lot onderscheidene 
andere lemniscalen van hoogero orden kan behooven. Lellende iiu op den 
vorm dezer vergelijkingen, zoo wordt men gebragl tol het denkbeeld der 
beschouwing van zoodanige andere vormen, welke uit do voorgaande ont- 
staan, door eenvouiligUjk de coëfïïcienlen en exponenten der polaire coör- 
dinaten en der parameters met elkander te verwisselen. Daardoor ontslaan, 
zoo men b. v. slechts let op de twee bovenslaande vergelijkingen; deze 
Iwee vormen : 

r =; «.cos.«ff 1 



(61) 



1— Ö. Wi . cos."'^! 



kunnende, tol lUcerderQ algemeenheid, hel dubhclo teeken voor de tweede 
ledoa gesteld worden, wanneer m een geheel, posilïef en even getal is. Is 
m geheel en positief, even of oneven, zoo behoort de eerste vorm lol de 
vergelijkingen cener soort van kromme lijnen, welke bestaan uil de zamen- 
Toeging van twee cironden, met do minder bolle of meer spitse toppen naar 
elkander gekeerd en tegen elkander sluitende, zoodal hel gebecle beloop 
min of meer lemniscalisch is. Do Iweedc vorm behoort tol vergelijkingen 
van kromme lijnen, die én eoue ovale, én eene dubbel slrikvormige ge- 
daante kunnen hebben; — zoo is b.v. voor m = 2 do vorm der aequalie 
niet onderscheiden van dien der vergelijking (It), in § I behandeld. Om 
in geene te breede ontwikkelingen te (reden worde hier de aandacht, voor 
eenige oogenblikken, slechts gevestigd op den eeralen vorm 

K 3 r=^ 
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en dan ook met hel eenigo doe! om de uitUomsten Ie doen kennen van 
de quadratuiir en der reclilicalie vaü sommige der kromme lijnen, welker 
Terge)ijkingen in dezen vorm begrepen zyn. 
Voor de quadratuur heeft men 

Ö . 1 = I )•* öï >= l «^ . cos.^'" q^ ■'èf , 
en do bepaalde quadratuur, lusseben de grcnien ^n en O , geeft diens-r 
volgens, dien inhoud door A„ beteekenende, 




(^) 



_ 2«-^" . \ (62) 

De quadratuur dezer kromme lijnen is derhahe merkwaardig, omdat 
zy belangrijke betrekkingen kan opleveren tusschen do waarde der func- 
lio r -van verschillende wortels, of ook, omdat zij meetkundige Toorsleliin- 
gen van dio functie geeft, even zoo als dil plaats heeft bij het onderzoek 
der recLificatie van de Icmniscalen »■"' = «". cos. nzip , door den Hoer Sërret 
in hel werk gesteld {Journal de LiOuville, Tomé VII, pag. 114). 
Aangezien men heeft, uit bekende ullkomsten van integratie, 
r(2m) = 1.2.3.4....(2/«— 1), 

5.7. ...12^-1), ^^ 



<^) = 



2 / 2» 

I positief zijnde, de verhouding tusschen de inhouden der 

qua- 
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quadranten van Iweo kromme lijnen, elkander opvolgende in de orde van 
m en »» + 1 (en dus in derzcher vergelijkingen exponenten hebbende, 
welke ééne éénheid verschillen), steeds standvastig wezen, en wet 

m+1 



,2m .(2m4-l) 



naaruit blijkt, hoeseer de inhouden verminderen bij liet toenemen van 7n , 
dal is bij het smaller en smaller worden der eironde strikken. 

Indien m gebroken is, verkrijgt men, door do inhouden der quadran- 
ten van de kromme lijnen, meetkundige voorstellingen van de eigenlijke 
functie r. liet geval van m=l moet echter uitgezonderd worden; want 
de inhoud der kromme, hebbende 



tot vergelijking, is volstrek lelijk bepaald of meetbaar, zijnde 



A, = 2«^ . 2-^ 


r(l) 


i «^ • 




1 men hehhen 








-■-^■4f^ 


Ai = 4»> 


.2-1 




r(l) 


Aj —Co' 


.2-i 






H-""' 


.2-ï 


■•■(}) 

rfi) 



..(63) 



Hu is r(Y) = i/ff. ™ rd) ^indt men uit r (|) door de bekende 
betrekking 
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want r(^} heeft men onmiddellijk uit Aj^ , wijl door dezelfde belrekliing 



Al = Qa^ . 2-T ' -^ " . r' (|) . 

r(4) heeft men uit A, , en düufmcde dan ook r(f}. 

Door m = g en = I te sfeUen, vcrkrggl men Iwee Tergetijkingen, in 
welke zullen Toorkoraen r(f^), r(|) en r (-fl) > r{|); deze hangen dus 
af van r(4-p) en r (-s) » vfclko fccide derhalve uil de herleide vergclijkin- 
gon zullen kunnen opgelost worden. 

Met r (ï) beeft men v{\) uit Aj , vermils uit de bekende betrekking 
2*-'.r(ri.r(p + i)=™t.r(2p) 
gevonden wordt eeno waarde van r ('o) ^ I" (ï "l""!") *" functie van r(f) 
en r(g). 

r(|) \Tordt hekend uit r (^q) = r(^o-M) • 

r{-^) heeft mol uit A^ , door eerst r(b) "p te lossen. 

En zoo kan men voortgaan met het aannemen van verschillende po- 
sitieve gcbrokene waarden voor m, om, voor regelmatig opvolgende wortels, 
meetkundige voorstellingen van r aan te wijzen. 3ïct goed gevolg maakl 
men daartoe ook gebruik van negatieve gebrokenc waarden voor m , mits 
de algcmeone formule voor den inhoud aldus sohrijvende 



A„ = fl^ 



■(^') 



r{2».+ l) 

Men kan ook, in de oorspronkelijke formule, r = «coj.'"ip, nt geheel 
en negatief stellen. De kromme Ignen worden alsdan de omgekeerde van die, 
in welker vergelijkingen m als positieve exponent Toorkomt, en zyn derhalve 
opene kromme Ignen. Voor m=-^\ wordt de kromme een cirkel, hebbende 
a lot middellijn; m = — 1 zijnde, zoo behoort de polaire aequatie tot eene regie 

lijn, 
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lijn, rakende genoemden cirkel miilde!lijnig legcnover de pool. In bel polaire 
slclsel is dus de omgekeerde van eeu' cirkel de regie Igo, mils de oorsprong 
in den omtrek genomen z^, terwijl do omgekcenle een cirkel zou wezen, 
indien de oorsprong in hel cenlrum gelegen ware. 

Voor m = 2 is de kroimne gevormd uil tweo legen elkander sluitende 
eironden, wjiarvan de conslriiclïe gemakkelijk is, en eenigermate zameiihangt 
rael die der lemniscala, in § I sub C beschouwd. Is »k= — 2, zoo heeft 
men de hyperbol ische kromme met parabolische asymptoten, van welke 
mede in § I sub C (in de eetsie noot, weike in dat artikel ïoorkomt) ge- 
waagd is. 

Zoo kan men ook m van den gebroken vorm dz ^ nemen, maar dil 

getal wordl onmiddellijk tot een der voorgaande gebragt; de uitkomsten 
zijn meda niel onbelangryk. 

Geeft de qtiadraluiir der kromme lijnen, welker vergelijkingen begre- 
pen zijn in de aequalie »• = «. cos," rp, belangrijke resultaten, zooverdienen 
dezelfde kromme lijnen ook opmerking len aanzien der reclilicatie, omdal, 
zoo als de quadraluur in vele gcvaüen ccno meelkundigo voorstelling op- 
levert der funclicËn T, eveneens door de rectificatie meerendcels voor- 
stellingen van gewone en van idtra-ellipljsche funcliën worden verkregen. 
De rectificalie-formule worilt namelijk: 

ès = «. Ö9 • cos.""^ 9" (/(I + ("J^ — O ^'Vf.' qi) . 

Deze formule is integreerbaar, Lgaldïen m ia een geheel positief of 
negatief even getal. Is m geheel, positief of negatief, maar oneven, zoo 
hangt de rectificalio af van elliplischo functieën der eerste en tweede soorl, 
gelijk liglelijk wordt ingezien. 

Is m een positief of negatief gebroken, li. v. een positief gebroken 

van den vorm — , dat is, heeft men 

^"^ =^ a . vos, f , 

L zoo 
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